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OZET

HAREKET DENKLEMININ NUMERIK INTEGRASYONUNDA
CIFT HASSASIYET TEKNiGI UYGULAYARAK
YUVARLAMA HATALARININ AZALTILMASI

Burcak YESILIRMAK

Yiiksek Lisans Tezi, Uzay Bilimleri ve Teknolojileri Anabilim Dal

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Murat AK

Haziran 2022; 48 sayfa

Niimerik integrasyon binlerce kayan noktali say1 ile gerceklestirilen bir hesaplama
olup integrasyonun adim sayis1 arttik¢ca yuvarlama hatalari birikir. Bu calismanin amaci
Newtonian hareket denkleminin niimerik integrasyonunda biriken yuvarlama hatalarini
cift hassasiyet teknigi kullanarak azaltmaktir. Cift hassasiyet teknigi Giines Sistemi’nin
kararlilig1 ile ilgili calismalarda daha hassas sonuglarla dinamiksel siireclerin arastiril-
mas1 amaciyla sik¢a kullanilmaktadir (Quinn ve Tremaine 1989; Quinlan 1994; Rein ve
Spiegel 2015). Bu teknik ile 53-bit double hassasiyetli degiskenler kullanilarak 105-bit
hassasiyetli kisa donemli bir integrasyon gergeklestirilmistir. Elde edilen sonuglar double
hassasiyetli test integrasyonunun sonuglari ile iki cisim yoriinge sabitleri kullanilarak kar-
stlagtinlmigtir ve 8 basamak kazang elde edilmistir. Sonug olarak teknigin 3.01 kat CPU

zamani maliyetine karsin yerel integrasyon hatalar1 108 kat azaltilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Cift hassasiyetli kayan nokta aritmetigi, Cift hassasiyet tek-
nigi, Double-Double aritmetik, Hareket Denklemi, IEEE 724-2008 Standarti, Ikiye ayirma
algoritmas1, Kayan nokta aritmetigi, Iki Cisim Problemi, Niimerik integrasyon, Runge

Kutta metodlari, Yuvarlama hatasi, Yuvarlama hatalarinin azaltilmasi
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ABSTRACT

REDUCTION OF ROUND-OFF ERRORS IN NUMERICAL INTEGRATION OF
EQUATION OF MOTION USING PAIR-PRECISION TECHNIQUE

Burcak YESILIRMAK

MSc Thesis in Space Science and Technologies
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Murat AK
June 2022; 48 pages

Calculation of numerical integration is realized with thousands of floating-point num-
bers and round-off errors accumulate as the number of steps increases in the integration.
The aim of this study is to reduce the round-off errors accumulated in the numerical in-
tegration of Newtonian equation of motion using pair-precision technique. Pair-precision
technique is frequently used in studies of the stability of the Solar System for the pur-
pose to investigate dynamical processes with more precise results (Quinn and Tremaine
1989; Quinlan 1994; Rein and Spiegel 2015). Through this technique, a 105-bit precision
integration was performed using 53-bit double-precision variables. The obtained results
were compared with the results of double-precision test integration using two-body or-
bital constants and a gain of 8 digits has been achieved. Consequently, local integration

errors were reduced 108 times despite by a factor of 3.01 CPU time cost of the technique.

KEYWORDS: Double-Double arithmetics, Equation of Motion, Floating-Point arithme-
tics, Floating-Point arithmetics with pair-precision, IEEE 724-2008 Standard, Numeri-
cal integration, Pair-Precision Technique, Reduction of round-off errors, round-off errors,

Runge Kutta methods, Splitting algorithm, Two Body Problem
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Assoc. Prof. Dr. Bekir Can LUTFUOGLU
Assoc. Prof. Dr. Ali Ozhan AKYUZ

il



ONSOZ

Dogal ve yapay gok cisimlerinin yoriingelerini hesaplamak disiplinlerarasi ciddi bir
calisma gerektirir. Hesaplamalari daha dogru sonuglar elde etmek i¢in yapmak ise daha
cok calismay1 gerektirir. YOriinge integrasyonunda yuvarlama hatalarin1 azaltmak igin
uygulanan ¢ift hassasiyet teknigini 6grettigi icin Dr. Anatoliy Ivantsov’a tesekkiirii bor¢
bilirim. Tez yazim siirecinde motive edici yaklasimi ve yol gostericiligi icin danigsmanim
sayin Dr. Murat AK’a tesekkiirlerimi sunarim. Yiiksek lisans egitimim siiresince manevi
desteklerinden dolay1 sayin Dog. Dr. Bekir Can LUTFUOGLU’na tesekkiirlerimi suna-
rim. Egitim hayatim boyunca maddi ve manevi tiim katkilarindan dolay1 sevgili aileme

tesekkiirlerimi sunarim...
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1. GIRIS

Yoriinge integrasyonu hesaplamalarinda ¢ok uzun ve ¢ok biiyiik hassasiyetli girdi ve
cikt1 sayilarina ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu biiylik hassasiyetli sayilar bilgisayarda stan-
dart olarak desteklenmedigi icin kayan noktali say1 olarak temsil edilemez ve yuvarlanir.
Bunun yanisira kayan noktali sayilarla yapilan aritmetik iglem sonuglari ¢ogunlukla ka-
yan noktali say1 olarak temsil edilemedigi i¢in yuvarlanir (Overton 2001). Bilgisayarin
sinirli basamak sayis1 problemi nedeniyle kayan noktali aritmetik islemlerin sonucunda
yuvarlama hatalar1 meydana gelir (Goldberg 1991). Y 6riinge integrasyonu binlerce kayan
noktal1 aritmetik islemle gergeklestirilen bir hesaplamadir ve integrasyonun adim sayisi
arttikca yuvarlama hatalar birikir.

Biriken yuvarlama hatalar1 Giines Sistemi’nin evrimi ve kararlilig1 gibi arastirmalarda
en temel kisitlamalardan birisidir (Milani ve Nobili 1988). Uzun donemli ydriinge in-
tegrasyonlarinda yiiksek dereceli simplektik ve ¢ok adimli yontemler kullanilarak kesme
hatas1 azaltilir fakat zamanla biriken yuvarlama hatalar1 kesme hatasina baskin gelir ve
integrasyonun dogrulugu azalir (Fukushima 2001). Brouwer yasasi gereg8i integratoriin
tiirii ve derecesinden bagimsiz olarak yuvarlama hatalari zamanla r3/2 kuvvetiyle biiyiir
(Rein ve Spiegel 2015). Bu sebeple yuvarlama hatalarinin yayilimini izlemek ve azaltmak
oldukg¢a 6nemlidir (Antofiana vd. 2017).

Yoriinge integrasyonunda yuvarlama hatalarini azaltmak i¢in ilk yaklagim hassasiyeti
iki katina ¢ikarmaktir (Goldberg 1991). 53-bit double hassasiyetli bir hesaplamada has-
sasiyeti iki katina ¢ikarmak i¢in double veri tipindeki degiskenlerin quadruple veri tipine
doniistiiriilmesi gerekir. 128-bit quadruple hassasiyetli hesaplamalar genellikle yazilimsal
olarak yapildig1 i¢in yoriinge integrasyonunda quadruple hassasiyet kullanimi oldukca
maliyetlidir (Fukushima 2001).

Yuvarlama hatalarin1 azaltmak icin diger bir yaklasim aritmetik islemlerin yuvarlama
hatalarin1 hesaplayip sonuca ekleyen aritmetik islem algoritmalar1 kullanmaktir. Algo-
ritmalarda ana fikir ardigik aritmetik islemler gerektiren bir hesaplamada kayan noktal
aritmetik islemlerin yuvarlama hatasim1 hesaplamak ve hesaplanan yuvarlama hatalarin
biriktirip sonuca ekleyerek global hatay1 azaltmaktir. Kahan 1965°de literatiirde compen-

sated summation olarak bilinen kayan noktali toplama islemi algoritmasini tanitmagtir.
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Dekker 1971°de bu fikri ileri tasiyip toplama, ¢ikarma, carpma, bolme ve karekok
islemlerinden olusan cift hassasiyetli kayan noktali aritmetik iglem algoritmalar gelistir-
mistir (Bebee 2017). Cift hassasiyetli kayan nokta aritmetiginde 53-bit double hassasiyetli
ciftli degiskenlerle aritmetik islemler yapilir ve toplam 105-bit hassasiyetli ¢iftli sonuclar
tiretilir. Dolayistyla hassasiyet iki katina ¢ikar ve sinirli basamak sayisi artirilmisg olur. Cift
hassasiyet teknigi ile yoriinge integrasyonunda kaybedilen hassasiyetlerin yani yuvarlama
hatalarinin takip edilmesi ve azaltilmasi saglanir (Rein ve Spiegel 2015).

Giineg Sistemi’nin uzun donemli integrasyonlarinda yuvarlama hatalarini azaltmak
icin Kahan compensated summation algoritmasi sikca kullanilmaktadir. Bu ¢alismalarda
Kahan algoritmasi yalnizca integrasyon semasi icerisindeki toplama islemlerine uygulan-
maktadir (Quinn ve Tremaine 1989; Quinlan 1994; Rein ve Spiegel 2015). Uzun donemli
integrasyonlarda dogrulugu arttirmak amaciyla yiiksek dereceli, algoritmasi karmagik ya-
pida metotlar kullanilmaktadir. Bu metotlar trigonometrik, iissel ve logaritmik terimler
icermektedir (Fukushima 2001). Bu sebeple yuvarlama hatalarin1 azaltmak icin integras-
yon semasinin tamamina ¢ift hassasiyetli aritmetik iglemleri uygulamak oldukga zor ve
maliyetlidir.

Bu calismanin amaci iki cisim probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in kullanilacak olan
dordiincii dereceden Runge-Kutta (RK4) niimerik integrasyon semasina c¢ift hassasiyet
tekni8i uygulayarak yuvarlama hatalarin1 azaltmaktir. Bu teknik sayesinde 53-bit double
hassasiyetli degiskenler kullanarak 105-bit hassasiyette sonuglar iireten kisa donemli bir
integrasyon gerceklestirilecektir ve daha hassas sonuglar ile Jiipiter’in Giines merkezli
yoriingesi elde edilecektir. Iki cisim yoriinge integrasyonunda modifiye edilmis RK4 in-
tegratorii ile elde edilen sonuglarin double hassasiyetli integrasyonun sonuglarina gore
cok daha dogru oldugu analitik ¢6ziimle karsilastirma testleriyle gosterilmistir.

RK4 integratorii basit algoritmik yapisi sebebiyle cift hassasiyetli aritmetik islemlerin
integrasyon semasindaki tiim aritmetik iglemlere uygulanabilmesi bakimindan uygundur
ve literatiirdeki benzer kisa donemli integrasyonlarin gecerliliini kontrol etmek i¢in se-
cilmigtir (Fukushima 2001). Giines Sistemi’nin dinamiksel ve evrimsel siireclerini daha
iyi anlamak i¢in yoriinge integrasyonlarinda miimkiin olan en iyi ¢6ziimiin elde edilmesi
gerekir. Bu calismada uygulanan teknik ile Giines Sistemi’nin evrimi ve kararlilig ile

ilgili ¢alismalarda tahminlerin kullanishligini artirmak hedeflenmektedir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. IKi cisim problemi

Aristoteles doneminden Kepler donemine kadar gok cisimlerinin hareketine ilahi bir
atif yapiliyor ve gezegenlerin cembersel yoriingelerde dolandigina inaniliyordu. Cember-
sel yoriingenin tek dogal ve miikemmel hareket oldugu ve hareketin kiiciik cemberle-
rin bilyiik cemberlerin kombinasyonlarinda gerceklestigi diisiiniiliiyordu (Bate vd. 1971).
Kepler, Tycho Brahe’nin gozlem verileri ile cembersel hareket teorisini uzlastirmaya cali-
sirken celigkiler tespit ederek Mars hari¢ o donem bilinen biitiin gezegenlerin yoriingele-
rini oldukca yiiksek bir hassasiyette hesaplamistir. Mars, Giines Sistemi’nde Merkiir’den
sonra eksentrisitesi en biiylik gezegendir ve bu sebeple kompleks bir yoriingeye sahiptir
fakat bu o donem heniiz kesfedilememisti (Fiorelli ve Vilmart 2017).

Kepler, Brahe’nin Mars’1n konumuyla ilgili gozlem verilerine cesitli geometrik egriler
uydurmaya calismis ve 1609°da Mars’1n odaklarindan birinde Giines’in yer aldig1 eliptik
bir yoriingede dolandigimi kesfetmistir. Kepler bu kesfi ile Giines Sistemi’deki cisimlerin
yoriinge hareketine iligkin modern cagdaki bilgilerimize yol acan ii¢ gezegensel hareket
yasasini tliretmistir (Prussing ve Conway 1993). Kepler’in gezegensel hareket yasalari

asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

1. Gezegenler odaklarindan birinde Giines’in bulundugu eliptik yoriingelerde dolanir.
2. Giines’ten gezegene uzanan ¢izgi esit zaman araliklarinda esit alanlar siipiiriir.

3. Gezegenin yoriinge periyodunun karesi ile yar1 biiyiilk eksen uzunlugunun kiipii

birbirine esittir.

Kepler’in hareket yasalar1 gdzlem verileriyle elde edilmis olup gezegensel hareketin
neden bu ii¢ yasayla aciklandigini belirten teorik bir temele dayanmamaktaydi. Dolay1-
styla Kepler yasalar1 gezegensel hareketin kinematiginden ibaret olup dinamigi hakkinda
bilgi vermiyordu (Bate vd. 1971). Sir Isaac Newton, Descartes’in momentum ¢aligsmalari
ve Kepler’in hareket yasalarindan faydalanarak gezegenlerin eliptik yoriingelerine neden
olan kuvvetin ters kare yasasiyla iligkili oldugunu kesfetmis ve kendi hareket yasalarim

ortaya koymustur.
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Planet

Perihelion @M Aphelion

Sekil 2.1. Gezegenlerin Giines etrafindaki eliptik yoriingesi

Newton, Kepler’in birinci yasasindan yola cikarak gezegenlerin Gilines etrafindaki
eliptik yoriingesine iki cisim arasindaki uzakligin ters karesiyle orantili bir cekim kuvveti-
nin neden oldugunu kesfetmistir. Newton ayrica Kepler’in ikinci yasasinin agisal momen-
tumun korunumu ilkesinin bir sonucu oldugunu gostermistir. Newton un hareket yasalari

asagidaki gibi tammmlanmaktadir:

1. Eylemsiz referans sisteminde bir cisim iizerine dengelenmemis net bir kuvvet etki

etmedikc¢e durgun halini veya sabit hizli hareketini korur.

2. Cizgisel momentumun zamanla degisimi cisme etkiyen net kuvvetle ayn1 yondedir

ve orantilidir.
3. Her etkiye karsilik esit biiyiikliikte ve ters yonde bir tepki kuvveti vardir.

Eylemsiz bir koordinat sisteminde m Kkiitleli bir cisme etkiyen tiim vektorel kuvvet-
lerin toplamu Y F ile gosterilsin ve cismin ivmesi 7 ifadesiyle tamimlansin. Bu durumda

Newton’un ikinci yasas1 matematiksel olarak,

Y F= d(ZW — mi @1

esitligi ile ifade edilir.

Newton ayrica evrensel cekim yasasini formiile etmigtir. Evrensel ¢ekim yasasi iki
cismin kiitlelerinin ¢arpimiyla dogru ve aralarindaki uzakligin karesiyle ters orantili bir
kuvvetle birbirlerini ¢ektigini belirtir. Bu kuvvet evrensel ¢cekim kuvveti olup,

S GmM (7
Fo=— 5 <;> 2.2)

r

esitligi ile ifade edilir.
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(2.2)’de verilen F; vektorii M kiitlesinin m kiitlesi tizerine etkiyen ¢cekim kuvvetini, 7
ifadesi iki cisim arasindaki vektorel uzaklig1 belirtir. Evrensel kiitle ¢ekim sabiti G olarak
tamimlanip G~ 6.67259x 10~ 'm3kg='s~2 degerindedir.

Giines Sistemi’nde Giines etrafinda kapali ve periyodik bir yoriingede dolanan her-
hangi bir cismin hareketi ayn1 mekanik yasalarla gerceklesmektedir ve Kepler yasalariyla
uyumludur (Prussing ve Conway 1993). Dolayisiyla gezegenlerin, kuyruklu yildizlarin,
asteroidlerin veya gezegenler arasi bir uzay aracinin hareketi ayrica dogal veya yapay bir
uydunun bir gezegen etrafindaki hareketi ayn1 mekanik yasalara tabidir. Sonug olarak,
Kepler tarafindan gezegenlerin Giines etrafindaki hareketini tanimlayan iki cisim modeli

giiniimiizde de gecerliligini korumaktadir (Veris 2018).

e

Sekil 2.2. ikinci hareket yasasi ve ¢ekim yasasmin geometrisi (Bate vd. 1971)

Iki cisim problemi sirastyla m ve M Kkiitlelerine sahip iki izole cismin yoriingesini
belirleme problemidir. Bu iki cisim birbirlerini yalnizca kiitlelerinin ¢arpimiyla dogru ve
uzakliklarinin karesiyle ters orantili olan evrensel cekim kuvveti ile ¢eker. Newton’un
ikinci hareket yasasi F = md ve evrensel cekim yasasi birlestirildiginde ortaya bir cismin
merkezdeki bir diger cisme gore yoriingesini belirleyen hareket denklemi ¢ikmaktadir.
Iki cisim probleminin ¢oziimiinde amac, verilen bir baslangic zamaninda izole edilmis
iki cismin konum ve hizlarin1 yalnizca karsilikli ¢cekim kuvveti etkisiyle hareket ettikleri

varsayilirak istenilen herhangi bir zamanda tayin etmektir (Veris 2018).



KAYNAK TARAMASI B. YESILIRMAK

2.1.1. Eylemsiz referans sisteminde iki cisim problemi icin hareket denkleminin

tiretilmesi

Newton’un ikinci hareket yasasi ve gravitasyonel ¢ekim kuvveti yoriinge hareketini
belirlemek amaciyla birlikte kullanilmaktadir. Newton’un ikinci hareket yasasi, ¢izgisel
momentumun zamanla degisiminin cisimlere etkiyen kuvvetle orantili oldugunu belirtir.
Kepler’in gezegensel yoriingelere iligkin yasalarinin Newton’un hareket yasalarinda ge-

cerli olabilmesi ve hareket denkleminin tiiretilebilmesi i¢in asagidaki varsayimlar yapilir:

1. Cisimler kiiresel simetrik materyal noktalar olarak tanimlanir yani kiitlelerinin mer-
kezlerinde toplandig1 varsayilir. Boylelikle yalmzca kiiresel simetrik merkezi bir

cisimden etkiyen kuvvet géz 6niine alinir.

2. Eylemsiz koordinat sisteminde iki cismin merkezlerini birlestiren ¢izgi boyunca
cekim kuvveti disinda etkiyen bagka bir i¢ veya dis kuvvet olmadig1 varsayilir ve

boylece kuvvetin bilesenleri kolayca bulunabilir.

Sekil 2.3. iki cisim probleminin geometrisi (Bate vd. 1991)

Iki cisim probleminde ya bir cismin digerine gore hareketi ya da her iki cismin or-
tak kiitle merkezi etrafindaki hareketi ile ilgilenilir (Battin 1999). Sekil 2.3’de eylemsiz
referans sisteminde M ve m kiitleli iki cismin hareket probleminin geometrisi gosterilmek-
tedir. (X,Y,Z) koordinat sistemi donmeyen ve ivmelenmeyen ideal bir eylemsiz referans

sistemidir ve (X’,Y’,Z") eylemsiz kartezyen koordinat sistemine paraleldir.

6
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Eylemsiz (X,Y,Z) kartezyen koordinat sisteminin orijini sistemin kiitle merkezinde
konumlanmistir (Vallado 2013). Sekil 2.3’de gosterilen eylemsiz sistemde M ve m kiitleli
cisimlerin (X', Y’,Z") koordinat sisteminin orijinine gore konum vektorleri 7y, ve 7, olarak

tanimlanmugtir. M kiitleli cisimden m kiitleli cisme dogru uzanan konum vektorii,
F=7Fn—Ty (2.3)

esitligi ile ifade edilir.

Eylemsiz koordinat sistemi (2.3)’de verilen esitligin (X,Y,Z) koordinat sisteminin her
bir eksenini hesaba katmadan tiirevlenebilir olmasi bakimindan 6nemlidir (Vallado 2013).
m kiitleli cismin M kiitleli cismin kiitle merkezine gore ivmesi (2.3)’de verilen vektorel

esitligin ikinci tiirevi ile hesaplanir.
F="7n—Tu (2.4)

Sekil 2.3’de verilen eylemsiz koordinat sisteminde (2.2)’de verilen evrensel ¢ekim

kuvveti yasasindan faydalanilarak m ve M kiitleli iki cismin birbiri {izerine etkiyen ¢ekim

kuvvetleri,
7 —GMm (f) 2.5)
-
. GMm (7}
F=—7 (—) (2.6)
r r

esitlikleriyle ifade edilir.
(X',Y’,Z") eylemsiz koordinat sisteminin orijinine gére Newton’un ikinci hareket ya-

sas1 ve evrensel cekim yasasi birlestirilirse,

. —GMm (7

Fop = ity = — 3 (5) 27)
r r
5 GMm (7

Fop =My = = (;) (2.8)

esitlikleri elde edilir.
(2.7) ve (2.8)’de verilen esitlikler sadelestirilip birbirinden ¢ikartilirsa ve (2.4)’de veri-

len goreli ivme i¢in ¢oziiliirse m kiitleli cismin M kiitleli cisme gore hareketini tanimlayan,

o ZOW+m) (;) 2.9)

72

denklemi elde edilir.
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Bir gezegenin Giines etrafindaki hareketi, bir yapay uydunun veya uzay aracinin bir
gezegen etrafindaki hareketi iki cisim problemiyle tanimlanir (Bate vd. 1971). Iki cisim
probleminde yoriingede hareket eden cismin kiitlesi m ve merkezdeki cismin kiitlesi M
olarak tanimlanirsa m kiitlesinin M kiitlesine oranla ihmal edilebilir 6l¢iide kiiciik oldugu
varsayilir. Boylelikle G(M + m) ~ GM olarak tanimlanabilir. GM degeri gravitasyonel
parametre olarak adlandirilir ve u ile gosterilir. Boylelikle u=GM olmak iizere (2.9)’da

verilen denklem,

) (2.10)

olarak ifade edilir.

(2.10)’da eylemsiz koordinat sisteminde m Kkiitleli cismin M kiitleli cisme gore yo-
riingesini belirlemek icin kullanilan hareket denklemi verilmektedir. Iki cisim hareketi
merkezdeki M Kkiitleli cisimden kaynaklanmaktadir. Hareket denklemi ikinci dereceden,
nonlineer, vektorel, adi diferansiyel denklemdir (Vallado 2013). Bu ¢alismada iki cisim
probleminin analitik ve niimerik ¢oziimii icin kiigiik kiitleli cisim Jiipiter ve merkezdeki
biiyiik kiitleli cisim Giines olarak secilmistir. Jiipiter’in kiitlesi Giines’in kiitlesinin yakla-

sik binde biri kadar olup ihmal edilebilir dlciide kiiciiktiir.

2.1.2. [1Ki cisim probleminin hareket sabitleri

Newtonian iki cisim hareket denkleminin niimerik ¢6ziimii ile elde edilen sonuglarin
Kepler tarafindan ampirik olarak bulunan yasalarla dogrulanmasi gerekir (Boulet 1991).
Iki cisim yoriinge hareketi Kepler yoriingesi olarak tanimlanir. Kepler yoriingesinde kii-
ciik kiitleli cismin merkezdeki biiyiik kiitleli cisme gore yoOriingesini tanimlayan 6 adet
yoriinge eleman1 bulunmaktadir. Yoriinge elemanlarinin kiiciik kiitleli cismin yoriingesi
boyunca degismedikleri varsayilir. Iki cisim hareketinde mekanik enerji sistemin kinetik
enerjisi ile potansiyel enerjisinin toplamina esittir ve bu iki enerji birbirlerine doniige-
rek sistemde herhangi bir enerji kazanci veya kaybr gerceklesmez. Dolayisiyla sistemin
mekanik enerjisi korunur ve sabit bir degere esit oldugu varsayilir. Ayrica kiiciik kiitleli
cismin merkezi cisim etrafindaki agisal momentumu degismez.

Bu calismada hareket denkleminin niimerik ¢6ziimii ile elde edilen sonuglar yoriinge
elemanlarindan yari biiyiik eksen uzunlugu, eksentrisite ve hareket sabitlerinden mekanik

enerji, acisal momentum degerleri ile karsilastirilarak analiz edilmistir.

8
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2.1.3. Acisal momentum

Iki cisim hareketinin agisal momentumu (2.10)’da verilen hareket denkleminin 7 ile

vektorel olarak carpilmasiyla tiiretilir. Vektorel carpimda 7 x 7 = 0 oldugundan,

FXP4HPX ZF=0 (2.11)

\wlt

esitliginde ikinci terim ihmal edilir ve 7 x 7 = 0 elde edilir. Bu terim tiirev agilimuyla,

P

E(rxr):?x?+?x? (2.12)
d .
L (Fx7) =0 (2.13)

olarak tiiretilir. (2.13)’de verilen esitligin integrali alinirsa agisal momentum ,
h=7x7 (2.14)

esitligi ile tammlanir.

(2.14)’de verilen esitlik konum ve hiz vektorlerinin ayni diizlemde oldugunu belirtir.
Acisal momentum vektorii h yoriinge diizlemine diktir ve konum ve hiz vektorlerinin vek-
torel carpimina esittir. Dolayisiyla iki cisim hareketi sabit bir yoriinge diizlemi iizerinde

gerceklesir ve sistemin acisal momentumu korunur.

2.1.4. Mekanik enerji

Iki cisim hareketinin mekanik enerji formiiliinii tiiretmek i¢in (2.10)’da verilen hareket

denklemi 7 degeri ile skaler olarak ¢arpilir.

PR F

\wlt

=0 (2.15)
7=V ve 7=V olarak tanimlanir ve (2.15)’de verilen esitlik diizenlenirse,
.M N
vyt = (r-i) =0 (2.16)
r

esitligi elde edilir.

(2.16)’da esitligin igerisindeki skaler carpim degerleri tiirev acilimu ile tiiretilerek,

d [V d [ —
5 (E) e o (7“> _ i‘_zr- (2.17)

esitlikleri ile ifade edilir.
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(2.17)’de verilen tiirev esitlikleri (2.16)’da verilen esitlikte yerine konulursa,
d (v u
2B = 2.18
dt < 2 r) (2.18)

Yoriinge mekaniginde (2.18)’de verilen esitligin integral sabiti sifir kabul edilir ve

denklemi elde edilir.

boylelikle 6zel mekanik enerji degeri elde edilir. Kapali bir sistemin mekanik enerjisi
sistemin kinetik enerjisi ile potansiyel enerjisinin birbirine doniismesi ile korunur yani

sabit kalir. Mekanik enerji & ile tanimlanirsa,

v2

éz _

> (2.19)

S |=

denklemi ile hesaplanir.

2.1.5. Eksentrisite vektorii ve yari biiyiik eksen uzunlugu

Eksentrisite, Kepler yoriingesinin seklini belirleyen bir yoriinge elemanidir. Eksentri-

site vektorii € ile tanimlanir ve (2.10)’da verilen hareket denklemi integre edilirse,

Vxh F

7= (2.20)

r

esitligi elde edilir.
(2.20)’de verilen esitlikte acisal momentum vektorii h=7x7 yerine konulursa,
Vx (FxV) 7
u r

(2.21)

é=

elde edilir.
(2.21)’de verilen esitligin sag tarafindaki vektorel carpim terimi acilir ve esitlik dii-

zenlenirse eksentrisite vektori,
2 - —
N V 1\, 7-v,
é= (———) r— v (2.22)

denklemi ile hesaplanir.
Kepler yoriingesini tamimlayan dider bir yoriinge elemani yari biiyiik eksen uzunlugu-
dur. Kiigiik kiitleli cismin yoriinge periyodu yari biiyiik eksen uzunlugu tarafindan belir-

lenir. Yar biiyiik eksen uzunlugu « ile tanimlanirsa,
= (2.23)
denklemi ile hesaplanir.
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2.2. Niimerik integrasyon

Yoriinge mekaniginde kullanilan temel hareket denklemleri, birinci ve ikinci derece-
den nonlineer adi diferansiyel denklemlerdir (Vallado 2013). Tek bir bagimli degisken
iceren diferansiyel denklemlere adi diferansiyel denklemler denir. Adi diferansiyel denk-
lemlerde bilinmeyen terim en az birinci dereceden tiirevli ifade iceren bir fonksiyondur.
Bir adi diferansiyel denklemin en yiiksek dereceli tiirevi birinci dereceden ise bu denk-
lem birinci dereceden adi diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Birinci dereceden adi
diferansiyel denklemler,

dy

- =@y (2:24)

seklinde ifade edilir.

Nonlineer adi diferansiyel denklemlerde kesin bir ¢oziim elde etmek icin formiil bulma
islemi oldukca zordur (Fiorelli ve Vilmart 2017). Karmasik ve analitik ¢oziimii bulu-
namayan problemler, problemi basitlestiren modellerle kolaylastirilir. Bu basitlestirilmis
modeller problemin karakteristigini yansitan 6zelliklere sahiptir. Iki cisim problemi, n ci-
sim problemindeki yoriinge dinamiklerinin analizi i¢in basitlestirilmig bir model 6rnegidir
(Anzalone ve Chai 2015). Iki cisim problemi literatiirde iyi calisilmis bir problem olup
ikinci dereceden vektorel adi diferansiyel hareket denklemini igerir ve bu denklem 1744
yilinda Euler tarafindan analitik olarak tamamen ¢6ziilmiistiir.

Adi diferansiyel denklemler modern bilgisayarlar yardimiyla niimerik integrasyon
yontemleri kullanilarak yaklasik olarak ¢oziilebilir. Niimerik ¢oziim i¢in nonlineer bir
diferansiyel denklem, birinci dereceden diferansiyel denklem sistemlerine indirgenir ve

baglangi¢ deger problemiyle tanimlanir. Baglangi¢ deger problemi,

Y(t) = f(t,y(1))

y(to) = o

(2.25)

seklinde ifade edilir.
(2.25) esitliginde verilen f(z,y(t)) ifadesi integrand fonksiyonu, y'(z), y(z) nin bagim-
siz degisken ¢’ye gore birinci tiirevi, y(¢) diferansiyel denklemin bilinmeyeni ve yy degeri

baslangi¢ kosulu olarak tanimlanir.
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Fiziksel bir sistemin niimerik integrasyonu sistem modelinin zaman evriminin hesap-
lanmasi anlamina gelir. Niimerik integrasyon yontemlerinde amag, y(7)’nin zaman evri-
mini yaklasik olarak hesaplamaktir (Scherer 2017). Bu tiir yaklagik ¢oziimler elde etmek
icin kullanilan niimerik yontemler cogunlukla sonlu-farklar metodu veya Taylor seri agi-
limi kullanilarak gelistirilir (Veris 2018).

Sonlu-farklar metoduna dayanan niimerik integrasyon yontemlerinde (i =0,1,2...,n)
olmak iizere tanim kiimesi ayrik ve sonlu #; noktalari olarak tanimlanir. Ardisik iki ayrik
nokta arasindaki uzaklik degeri adim boyutu olarak tanmimlanir ve h ile gosterilir. Tek
adimli niimerik yontemlerde adim boyutu & = ¢, —t; olmak iizere ¢; noktalar1 arasindaki
uzakligin esit uzunlukta oldugu varsayilarak secilir. Adim boyutu /4 sifira yaklastikca elde
edilen yaklasik ¢6ziim problemin kesin ¢oziimiine yakinsar (Fiorelli ve Vilmart 2017).

Sonlu-farklar metoduyla tiiretilen niimerik integrasyon yontemlerinde integrasyonun
baglangi¢ an1 1y olmak iizere yg = y(fo) baslangi¢ kosulu kullanilarak y; ~ y(z;) yaklagimi

uygulanir ve [f1,5,13,. .. ,1,] noktalarinda y(z;) fonksiyonlari yaklagik olarak hesaplanir.

Y (1) = 2L (2.26)

Euler metodu (2.26)’da verilen sonlu-farklar metodu ile tiiretilen en basit niimerik
integrator olarak kabul edilir (Fiorelli ve Vilmart 2017). Euler metodu, (2.26)’da verilen

esitlige y; ~ y(t;) yaklagimi uygulanarak,
Yirr =yi+ i)'k (2.27)

denklemi ile tanimlanir.
Niimerik integrasyon yontemleri ayrica Taylor seri acilimi kullanilarak tiiretilebilir.
Bir adi diferansiyel denklem y'(r) = f(¢,y(t)) formunda tanimlanirsa (i = 0,1,2...,n)

i¢in h = t; 11 —t; olmak iizere Taylor seri agilima,

" (n)
Virt = ik Vi ShR y;l_vhn s (2.28)

seklinde ifade edilir.

(2.27) ve (2.28)’de verilen esitlikler karsilastirilirsa Taylor seri a¢iliminin ilk iki teri-
minin toplaminin Euler metoduna karsilik geldigi goriilmektedir. (2.28)’de verilen O (k")
ifadesi yerel kesme hatasini tanimlayan bir fonksiyondur ve yerel hatanin Taylor a¢ilimi-

nin n+ 1 inci derecesinde £ ile orantili oldugunu belirtir (Chapra ve Canale 2010).
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Herhangi bir niimerik integrasyon metodunun hatast yuvarlama ve kesme hatalarinin
birlesiminden olusur. Yuvarlama hatas1 bilgisayarin sinirli basamak sayis1 problemi ne-
deniyle ortaya cikar. Kesme hatasi ise diferansiyel denklemin yaklagik ¢coziimiiniin bir
sonucu olarak tanimlanabilir (Bate vd. 1971). Kesme hatas1 Taylor seri acilimindaki tiim
terimlerin kullanilmamasindan kaynaklanmaktadir. Euler integratoriinde, Taylor seri aci-
liminda ihmal edilen yiiksek dereceden tiirevlerin neden oldugu hatayi azaltmak i¢in adim
boyutu £ yeterince kiiciik bir deger se¢ilmelidir (Vallado 2013). Kiiciik adim boyutu kul-
lanilmas1 durumunda ise integrasyonda bir adim ilerlemek i¢in ¢ok fazla islem yapila-
cagindan yuvarlama hatasi artar. Ozetle, niimerik integrasyonda hata kacinilmaz olmakla
birlikte amag, kullanilacak metodunun yuvarlama ve kesme hatalarinin toplamini mini-

mize edecek sekilde probleme uygun olarak secilmesidir (Bate vd. 1971).

2.2.1. Hareket denkleminin niimerik integrasyonu icin yontemler

Iki cisim probleminin hareket denklemi niimerik integrasyon yontemleri ile ¢oziilerek
kiiciik kiitleli cismin merkezi biiytik kiitleli cisme gore yoriingesi belirlenebilir. Yoriinge
integrasyonunda dogru sonuglar iireten ve hizli uygulanabilen niimerik bir yontem gerek-
mektedir (Voesenek 2008). Hareket denkleminin ¢6ziimii icin kullanilan niimerik integ-
rasyon yontemleri tek adimli ve cok adimli yontemler olmak {izere ikiye ayrilir. Hareket
denklemi Newton mekanigi icermektedir fakat Hamilton mekanigine yonelik tiiretilen
simplektik niimerik integrasyon yontemleri de mevcuttur.

Yoriinge mekaniginde tek adimli yontemler olarak Runge-Kutta ve Bulirsch-Stoer,
cok adimli yontemler olarak Adams, Stormer—Cowell ve Gauss—Jackson metodlar: sik¢a
kullanilmaktadir (Veris 2018). Cok adimli yontemler integrasyona baslamak i¢in tek adimli
bir yontem kullanmay1 gerektirir yani 6zel bir baslangi¢ prosediiriine sahiptir. Cok adiml
yontemler adim boyutu degisimine hassastir ve integrasyonun her adiminda bir 6nceki
adimdaki fonksiyon degerleri (y,—1,Vn—2,Vn—3,- .. ) kullanilir. Dolayistyla ¢cok adimli yon-
temler karmasik bir teorik mantik icermektedir (Battin 1999).

Yoriinge integrasyonunda hangi yoriinge tipi icin hangi niimerik yontemin kullanila-
cag1 oldukg¢a onemli bir problemdir. Se¢ilen yontemin analitik ¢dziime en yakin olacak
sekilde yeterli dogrulukta sonug iiretmesi beklenir (Bate vd. 1971). Bu sebeple bir¢cok

niimerik integrasyon metodunda hatay1 azaltmak i¢in adim aralig1 teknikleri uygulanir.
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Adim aralig1 teknikleri sabit adim aralif1 ve degisken adim aralig1 teknikleri olmak
izere ikiye ayrilir. Sabit adim aralig1 teknigi yoriinge boyunca ardigik iki nokta arasin-
daki uzaklik yani adim boyutu sabit tutulabildigi i¢cin dairesel yoriingelerde tercih edilir.
Degisken adim aralig1 teknigi bir cismin hizlandiginda yada yavasladiginda yoriingede
kalabilmesi icin ek hesaplamalar icerdiginden eksentrisitesi yiiksek yoriingelerde tercih
edilir (Vallado 2013).

Bir niimerik integrasyon yonteminin se¢imi i¢in kriterler; kullanilan metodun teorik
karmagiklik icermemesi, diisiikk hesaplama maliyetine sahip olmasi, basit ve hizli olmasi,
miimkiin oldugu kadar genis adim aralig1 icermesi, degisken adim araligina doniistiiriile-
bilmesi seklinde siralanabilir. Runge-Kutta tipi niimerik yontemler uzun adim aralifinda
kararli olmasi ve adim boyutunun kolayca degistirilebilmesi, baglangi¢ prosediirii gerek-
tirmemesi, dogruluk derecesinin arttirilabilmesi ve hizli olmas1 bakimindan hareket denk-

leminin ¢6ziimii icin uygun ve yeterlidir (Bate vd. 1971).

2.2.2. Dordiincii dereceden tek adimhi Runge-Kutta metodu (RK4)

Runge-Kutta metodu tek adimli niimerik yontemlerde en sik kullanilan ve en popii-
ler olan yontemdir (Veris 2018). Farkli derecelerde bircok Runge-Kutta metodu bulun-
maktadir. Runge-Kutta metodlarinin derecesi, yontemin yerel kesme hatasinin derecesine
gore siniflandilir. Dordiincii dereceden Runge-Kutta metodu (RK4) ile dordiincii derece-
den Taylor seri aciliminin yerel kesme hatalar1 esdegerdir ve O(h°) fonksiyonu ile 6lgii-
liir (Vallado 2013). Tek adimli Runge-Kutta metodlarinda ¢ok adimli yontemlerdeki gibi
yiiksek dereceli tiirev terimlerinin hesaplanmasiyla ilgili 6zel formiiller yerine integras-

yon yapilacak araliktaki farkli noktalarin egim degerleri kullanilir.

Sekil 2.4. Dordiincii dereceden Runge-Kutta metodu (Press vd. 2002)
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RK4, Euler tipi bir ekstrapolasyon yontemidir ve adi diferansiyel denklemlerin niime-
rik ¢oziimii i¢in kullanilabilir (Press vd. 2002). RK4 metodunda Sekil 2.4’de gosterildigi
gibi (i=0,1,2...,n) ve h =t;;| —t; olmak iizere [t;, #; + h| ekstrapolasyon araligindaki 3
farkli noktadaki 4 egim degeri kullanilarak problemin kesin ¢6ziimiine yakinsanir. Birinci
dereceden adi diferansiyel bir denklem y'(t;) = f(¢,y(t;)) ve y(to) = yo olacak sekilde
baglangi¢ deger problemi ile tammlansin. E§im katsayilart (ky, ko, k3, k4) olmak iizere

baglangic deger problemi i¢cin RK4 metodu,

h
Virl =Yi+ g(lq +2ky +2k3 + ky) (2.29)

denklemi ile ifade edilir.

(2.29) esitligi icerisindeki k egim katsayilari,

ky = f (&, yi)

h h
ko :f(li‘f‘ia yi‘i‘ikl)

I L (2.30)
k3 Zf(li‘FE, yi‘i‘ikz)

ky = f(ti+h, yi+hk3)
fonksiyonlar1 ile hesaplanir.

RK4 metodunda adim boyutu £ ile [t;, #; + h] zaman araligindaki k egim katsayila-
rinin agirhiklandirilmig ortalamasi carpilarak (1 — y;) de8isimi hesaplanir ve bdylece
zamanda tek bir adim ilerlenir. k egim katsayilari [t;, #; + h] zaman aralidinin baglangig,
orta ve bitig noktalarinda hesaplanir. Baglangi¢ noktasinda k; egim katsayis1 hesaplanir.
Orta noktada once kj egim degeri kullanilarak k, degeri hesaplanir, sonra hesaplanan k;
degeri kullanilarak k3 degeri hesaplanir yani orta noktada iki kere hesaplama yapilir. Bitis
noktasinda hesaplanan k3 de8eri kullanilarak k4 de8eri bulunur ve hesaplanan tiim egim
degerleri (2.29)’da verilen esitlikte yerine konulur.

Yontemin kesme hatasi biiyiik kiitleli merkezi bir cisim etrafinda dolanan kiigiik kiit-
leli cismin yoriingesini tahmin etme problemi icin yeterli kiiciikliiktedir (Bate vd. 1971).
RK4 metodu basit algoritmik yapist sebebiyle herhangi bir programlama dili yardimiyla
kolayca uygulanabilir. Bu calismada dordiincii dereceden tek adimli Runge-Kutta metodu
hareket denkleminin niimerik integrasyonu icin C programlama dili yardimiyla kullanil-

mistir.
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2.3. Kayan Nokta Aritmetigi

Kayan nokta aritmetigi sayisal niceliklerin hesaplama iglemlerinin bilgisayarda ya-
pilmasi olarak tanimlanabilir (Boldo 2014). Sayisal hesaplamalar yapmak icin fiziksel
araclarin kullanilmasi fikri antik caglara kadar uzanmaktadir. John Napier’in 17. ylizyilda
logaritma cetvelini icat etmesiyle aritmetik islemler hiz kazanmistir. Pascal ve Liebniz
tarafindan 17. ylizyilda icat edilen mekanik hesaplama makineleri 19. yiizyilin sonlarina
kadar yaygin olarak kullanilmistir. Charles Babbage 19. yiizyilda ilk programlanabilir ma-
kine fikrini ortaya atmis fakat mali anlagsmazliklar nedeniyle projesini uygulayamamistir
(Overton 2001). Konrad Zuse, bilgisayar cagini baslatan ilk elektro-mekanik makineyi
1939-1942 yillar1 arasinda icat etmistir. Bu makine hesaplamalarim ikili kayan noktali

say1 sistemiyle yapan Z3 bilgisayaridir.

2.3.1. Kayan noktal sayi sistemi

Reel sayilar kiimesi R ve kayan noktal1 sayilar kiimesi F olmak iizere F C R olacak
sekilde tanimlanir. F' sistemi dort tamsay1 parametre ile karakterize edilir (Higham, 2002).
F(B, P, €max> €min) Olarak tanimlanirsa f >2 ve ey, <0<emax olmak iizere F kiimesinin

parametreleri,
* sayi tabani: 3
* hassasiyet: p
e ekstremum iis aralif1 : (emin, €max)

olarak adlandirilir.
x € F ve d basamak sayis1 olmak iizere F' kiimesindeki her bir x kayan noktal1 sayis1

di,...,d,) € Z olacak sekilde,
P $

di d d .
x:i(ﬁ‘+ﬁ—§+...+ﬁ—’;)-ﬁ (2.31)
0<di<B-1 (i=1,....p) (2.32)

(2.32)’de verilen kosulu saglamak tizere (2.31)’de verilen esitlikle ifade edilir.
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Kayan nokta kavramu bir ondalik ifadedeki noktanin iis degistikce yer degistirmesin-
den tiiretilmistir. Dolayisiyla kayan noktali sayilarin temsili bilimsel gosterim ile benzer-
dir (Wittig 2008). F' kiimesinde sifirdan farkli bir x kayan noktali sayis1 i¢in dy # O ise
x sayis1 “normalize edilmig” olarak tanimlanir (Forsythe vd. 1977). Normalize edilmig

kayan noktal1 bir x sayis1 (2.31) esitliginden faydalanilarak,

x=+(Ldidy...dp1)-2° (2.33)

olarak ifade edilir.
Kayan noktal1 sayilarin anlamli basamak bitlerinin sayis1 hassasiyet olarak tanimlanir.

Kayan noktali bir sayinin hassasiyeti p ile gosterilirse,
p= (l.dldz...dp,l)z (2.34)

olarak ifade edilir.

Her kayan noktali say1 dijital bilgisayarlarda 32-bit, 64-bit gibi sabit uzunluktaki bir
bit dizisi ile temsil edilir ve elemanlar1 0 veya 1’den olusur. Bu sebeple bir tamsayi ile
reel saymnin bilgisayarda temsil edilmesinde farkliliklar vardir ve reel sayilarin temsili
tamsayilara gore daha karmagiktir (O’Regan 2016). Bir tamsay1 bilgisayarda 32-bitlik
sabit bir bit dizisi ile temsil edilebilir. Bir reel say1 kayan noktali bir say1 olarak temsil

edilirken sabit sayida hassasiyet biti ve iki tabaninda iis kullanilir.

2.3.2. Kayan Nokta Aritmetigi icin IEEE 754-2008 Standardi

Sonsuz ve siirekli reel say1 sistemini sonlu ve ayrik bilgisayar say1 sisteminde temsil
edebilmek i¢in sabit noktali, logaritmik ve p-sel say1 sistemi gibi bircok farkli yaklagim
onerilmistir. Giiniimiizde modern bilgisayarlarin ¢ogu kayan noktali say1 sistemini kul-
lanmaktadir (Muller vd. 2010). Kayan noktal1 sayilar i¢cin IEEE 754 standardi 1985°de
yaymlanmigstir ve 2008-2019 yillarinda revize edilmistir (Boldo 2014). IEEE 754-2008
standart1 kayan noktali say1 formatlarin1 ve aritmetik iglem algoritmalarini icerir. IEEE
standartin1 destekleyen bilgisayarlarda ayni aritmetik islemler yapilirsa ayni sonuglar tire-
tilir. Bu 6zellik programlarin tagiabilmesini biiyiik olciide kolaylastirir (Goldberg 1991).
IEEE standarti1 ile ayrica istisnai durumlar i¢in (0, NaN, - oo, 4+00) tutarl sonug¢lar iiretilir

ve kayan noktali aritmetik islemlerin dogru yuvarlanmasi saglanir (Overton 2001).
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Cizelge 2.1. IEEE 754-2008 standardinda kayan noktal1 say1 formatlari

Veri Tipi Us | Hassasiyet | Toplam Bit | Basamak Sayis1 | Makine epsilonu (&)
float 8 23 32 ~7.2 27 B ~1.19x1077
double 11 53 64 ~15.9 2792 222x10716
long double | 15 64 80 ~19.2 270~ 1.08x 107"
quadruple | 15 112 128 ~34.0 2712~ 1.93x 1073

Cizelge 2.1°de gosterildigi gibi IEEE 754-2008 standartinda kayan noktal1 sayilar icin
dort temel temsiliyet formati tanimlanmistir ve bu formatlar veri tipi olarak adlandirilir
(Panhaleux 2012). Kayan noktal1 bir sayinin hassasiyeti float, double, long double ve qu-
adruple olmak iizere dort farkli kelime boyutunda tanimlanir. Bilgisayarin kelime boyutu
normalize edilmis kayan noktali sayilar1 depolamak i¢in ii¢ alana ayrilir (Overton 2001).

Bu ii¢ alan sirasiyla isaret (s), iis (e) ve hassasiyet (p) biti olarak adlandirilir.

float:||s(1) || (8)| p(23)

double: ||s(1) || e(11)|| p(53)

long double : ||s(1) || e(15) || p(64)

quadruple : |(s(1) |[e(15)||p(112)

Sekil 2.5. Kayan noktali sayilar i¢in IEEE 754-2008 format semalar1

Kayan noktali sayilar i¢in format semasi1 Sekil 2.5°de her bir vert tipi i¢in kutucuklarla
temsil edilerek gosterilmistir. Bu semaya gore toplam 64-bit uzunluguna sahip bir double
kelime boyutu 1 isaret biti, 11 iis biti ve 53 hassasiyet biti olmak iizere ii¢ alandan olusur.
Sekil 2.5°de verilen format semasina gore double veri tipindeki bir kayan noktali sayinin
virgiilden sonra 52 basamagi (dy.did>...ds;), depolanabilir. Normalize edilmis kayan
noktal1 bir say1 i¢in dy = 1 oldugundan bu say1 depolanmaz boylelikle 1 bitlik kazang elde
edilir. Bir say1 Sekil 2.5°de verilen IEEE format semasina uygun olarak depolanabiliyorsa

kayan noktal1 say1 olarak adlandirilir (Overton 2001).
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2.3.3. Basitlestirilmis kayan noktal say1 sistemi

Kayan noktal1 sayilar say1 dogrusu iizerinde reel sayilar gibi esit aralikta ve diizgiin
bir dagilima sahip degildir (Higham 2002). Kayan noktali say1 sistemi F’de 1’den biiyiik

en kiiciik kayan noktali say1 (2.35)’de verilen degeri alir.
(1.000...1),=1+p'7 (2.35)

F sisteminde 1 ile 1’den biiyiik en kii¢iik kayan noktali say1 arasindaki uzaklik makine
epsilonu olarak tanimlanir ve € ile gosterilir. Makine epsilonu (2.36)’da verilen € = 3 I=p
degerine esittir.

(0.000...1), =B * (2.36)

x kayan noktal1 bir say1 ve B = 2 olarak tanimlansin. Iki kayan noktal1 say1 arasindaki

uzaklik ulp(x) fonksiyonu ile 6l¢iiliir ve ulp(x) = € x 2¢ deZerine esittir.
ulp(x) = (0.000...1),-2°
=217Py2e (2.37)
=gx*2°
Kayan noktal1 say1 sistemi basitlestirilmis bir kayan noktali say1 sistemi yardimiyla
daha kolay anlagilabilir. Basitlestirilmis kayan nokta sisteminde tiim sayilarin normalize

edildigi ve £ (1.d1d>), - 2¢ seklinde depolandig1 varsayilsin. F kiimesinin parametreleri

B =2,p=3, emin=—1ve epqe = 1 ve iis aralig1 e(—1,0, 1) olarak tanimlansin.

-3 -2 -1 0 1 2 3
Sekil 2.6. Basitlestirilmis Kayan Noktali1 Say1 Sistemi (Overton 2001)

Basitlestirilmis sistemin parametreleri kullanilarak makine epsilonu (2.36)’da veri-
len esitlikle € = 0.25 olarak hesaplanir. (2.37)’de verilen esitlik kullanilarak e = 1 i¢in
ul p(x) = 2¢€ olarak hesaplanir ve bu iis araligindaki sayilar arasindaki mesafe iki katina
cikar. e = —1 igin ulp(x) = %8 olarak hesaplanir ve bu iis araliindaki sayilar arasindaki

mesafe yartya diiser (Overton 2001).
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Sekil 2.6’da verilen say1 dogrusunda say1 degerleri arttik¢a sayilar arasindaki mesafe-
nin arttig1 goriilmektedir. Basitlestirilmis kayan noktali say1 sistemindeki tiim parametre-
ler kullanilirsa (0.5,0.625,0.750,0.875,1.0,1.25,1.50,1.75,2.0,2.5,3.0,3.5) pozitif ka-
yan noktal1 sayilar elde edilir. Ayni iis degerine sahip kayan noktali sayilar binade sayilar
olarak adlandirilir (Boldo 2014). Ardisik binade sayilar arasindaki mesafe esittir yani
ulp(x) degerleri esittir. Us degeri degistiginde farkli bir binade say1 grubuna gegilir ve sa-
yilar arasindaki uzunluk taban degeriyle (8 = 2) carpildig1 i¢in sayilar arasindaki mesafe
2 carpam kadar degisir. Dolayisiyla kayan noktali sayilar arasindaki mesafenin makine

epsilonu ¢ ile karakterize edildigi ve say1 dogrusu iizerinde esit dagilim gostermedigi

sOylenebilir (Boldo 2014).

2.3.4. Yuvarlama hatasi

F ayrik ve sonlu bir kiimedir ve icerisinde (2€) - (B — 1) - (émax — €min — 1) + 1 adet
kayan noktali say1 bulunur (Forsythe vd. 1977). Sonsuz ve siirekli reel sayilar kiimesini
sonlu bit sayilarina sikistirmak, yani kayan noktali bir say1 olarak tanimlamak, reel say1-
lar1 yaklagik olarak temsil etmeyi gerektirir (Goldberg 1991). F sonlu bir kiime oldugu
icin sonsuz reel sayilar kiimesi R bu kiimede tam olarak temsil edilemez. F' kiimesinin
maksimum elemanindan daha biiyiik bir reel sayinin kayan nokta temsili yoktur. Benzer
sekilde F kiimesindeki en kiiciik kayan noktali sayidan daha kiiciik bir reel say1 da tem-
sil edilemez. Fakat F' kiimesindeki her bir eleman F C R oldugundan sonsuz reel sayilar
kiimesi R’de temsil edilebilir (Forsythe vd. 1977).

Bir reel sayinin kayan noktali bir say1 seklinde tam olarak temsil edilememesinin iki
sebebi vardir (Goldberg 1991). Birincisi, bir x reel sayisinin kayan noktal1 say1 sisteminin
diginda kalmasi durumudur. Eger x reel sayisinin mutlak degeri B x B “m=’dan biiyiik
veya 1.0x B¢min’den kiigiikse F’nin diginda kalir ve temsil edilemez (Goldberg 1991).
Ikinci durum 0.1 reel sayisinin iki tabaninda gosterimi ile agiklanabilir. 0.1 sayis1 ondalik

tabanda sonlu bir say1 iken iki tabaninda devirli bir say1ya doniisiir.

1 1 1 0 0 1 1 0
— =(0.000110011...)y = — 4+ ==+ —
10 ( )2 16 32+64+128+256+512+1024

+--- (2.38)

(1.10011001100110011001100... ), x 274 (2.39)
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(0.1)10={[0][01111011][10011001100110011001100 | (2.40)

0.1 sayis1 hafizaya float veri tipinde kaydedilirse Sekil 2.5’de verilen IEEE 754-2008
float format semasina uygun olarak depolanabilmesi i¢in 2 tabaninda sonsuza giden has-
sasiyeti 23. basamakta kesilir ve (2.40)’da gosterildigi gibi depolanir. Dolayisiyla 0.1 reel
sayisi bilgisayarda temsil edilirken yaklagik olarak temsil edilir ve bir hata olusur. Bu hata
yuvarlama hatasi1 olarak adlandirilir (Overton 2001).

IEEE 754-2008 standartinda reel sayilar1 kayan noktal sayilara doniistiiren 5 farkli
yuvarlama fonksiyonu tanimlanmaktadir. (Panhaleux 2012). Bir reel sayinin bir kayan
noktal1 sayiya nasil yuvarlandig1 yuvarlama fonksiyonunu tanimlayan yuvarlama modla-
rindan biri tarafindan belirlenir (Muller vd. 2010). Bir x reel sayis1t RN(x) en yakina yuvar-
lama modunda iki kayan noktal1 say1 arasinda kalir ve bu iki sayidan kendisine en yakin
olan ile temsil edilir (Graillat vd. 2020). Ornegin, Sekil 2.5’de gosterilen basitlestirilmis
kayan nokta sisteminde 1.66 reel sayis1 en yakina yuvarlama modunda RN(1.66) = 1.75
olarak yuvarlanir. Dolayisityla RN(x) ifadesi x’e en yakin dogru yuvarlanmig kayan noktali
say1y1 temsil eder (Goldberg 1991).

x € R ve € makine epsilonu olmak iizere x sayis1 bilgisayarda temsil edilirken olusan
rolatif yuvarlama hatasi § ile tanimlanirsa,

RN (x) —x

S = ‘ < —¢ (2.41)

| —

esitsizligi ile ifade edilir.

Teorem 2.1. x € R olmak iizere x sayisi F kiimesindeki bir aralikta yer alsin. Rolatif

yuvarlama hatast 6 olmak iizere x reel sayist en yakina yuvarlama modunda ,
RN(x) =x(1+9) (2.42)
seklinde yuvarlanir.

(2.41) esitsizligi bir reel sayinin dogru temsil edilen basamak sayisinin Cizelge 2.1°de
verilen € degeri kadar oldugunu ve Teorem 2.1. kayan noktal1 say1 sisteminde bir x reel

sayisinin (1 + &) carpanit kadar hatali temsil edildigini belirtir (Overton 2001).
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IEEE standartinda tanimlanan kayan noktali aritmetik islemler iki kayan noktal1 say1
ile yapilir ve aritmetik iglemlerin sonucu ¢ogunlukla kayan noktali bir say1 olarak tem-
sil edilemez (Overton 2001). x ve y kayan noktal sayilar olmak iizere (x+ y) isleminin
sonucu kayan noktali bir say1 olarak temsil edilemesin. Bu durumda (x+ y)’nin sonucu
en yakina yuvarlama modunda RN (x + y) seklinde dogru yuvarlanir ve kayan noktali bir
sayiya doniigiir. Dolayisiyla RN (x +y) ifadesi (x+ y) isleminin kesin sonucunu yaklagik
olarak hesaplar (Overton 2001).

IEEE 754-2008 standartinda varsayilan en yakina yuvarlama modunda x ve y sayi-
lar1 ile yapilan dogru yuvarlanmis kayan noktali aritmetik islemler Teorem 2.1°de verilen

(2.42) esitligiyle,

RN(x+y) = (x+y)(1+96)
RN(x—y) = (x—y)(1+6) (2.43)
RN(xxy) = (xxy)(1+8)

RN(x/y) = (x/y)(1+9)

olarak ifade edilir (Higham 2002).

Ozetle, kayan noktali sayilarla yapilan aritmetik islemlerin sonucu Sekil 2.5’de verilen
IEEE 754-2008 format semalarinin sinirli bit sayilarina yerlesmesi i¢in yuvarlanir. Bir
kayan noktal1 aritmetik islemin sonucu kesin sonuca en yakin kayan noktali say1 ise bu

saymin Teorem 2.1’de verilen (2.42) esitligi ile potansiyel olarak 0.5u/p hata icerdigi
sOylenebilir (Goldberg 1991).
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2.3.5. Yoriinge integrasyonunda yuvarlama hatalarinin azaltilmasi

Kahan (1965) kayan noktali toplama iglemi sonucu olugan yuvarlama hatasin1 hesap-
layan F2Sum algoritmasini gelistirmistir (Riedy ve Demmel 2018). F2Sum algoritmasi
literatiirde Kahan compensated summation olarak bilinen toplama islemi algoritmasinda
kullanilmaktadir. Compensated summation algoritmasi 6zyinelemeli bir toplamin her bir
adiminda yuvarlama hatasin1 F2Sum ile hesaplar ve biriken (global) hatay1 sonuca ekleye-
rek yuvarlama hatalarini azaltir (Quinlan 1994). Giines Sistemi’nin uzun dénemli integ-
rasyonlarinda biriken yuvarlama hatalarin1 azaltmak icin compensated summation algo-
ritmasi basit algoritmik yapisi ve etkisi sebebiyle sik¢a bagvurulan bir yontemdir (Quinn
ve Tremaine 1989; Quinlan 1994; Rein ve Spiegel 2015).

Kayan nokta aritmetiginde yuvarlama hatalarinin en temel kaynagi ¢ok biiyiik ve ¢cok
kiigtik iki sayinin toplanmasi ve cikarilmasidir (Wilkinson 1960). Bu sebeple uzun do-
nemli integrasyonlarda kullanilan metodun icerisindeki toplama iglemi sayis1 azaltilarak
yuvarlama hatalar1 azaltilmaya c¢alisir (Milani ve Nobili 1988; Quinlan 1994). Hareket
denkleminin niimerik integrasyonunda toplama, ¢ikarma, ¢carpma, bolme ve karekok is-
lemleri uygulanir. Her bir aritmetik iglemin sonucu potansiyel olarak 0.5u/p hata icerdigi
icin integrasyonda adim sayist arttik¢a yuvarlama hatalar1 birikir. Biriken yuvarlama ha-
talarin1 azaltmanin bir bagka yolu hassasiyeti iki katina ¢cikarmaktir (Goldberg 1991).

Hassasiyeti iki katina ¢ikarmak icin veri tipleri birbirine doniistiiriilebilir. Ornegin,
float veri tipinde iki degiskenle aritmetik islem yapilirsa ve sonu¢ double veri tipinde
kaydedilirse Cizelde 2.1°de verildigi gibi double hassasiyet float hassasiyetin yaklagik iki
kat1 oldugu icin daha dogru bir sonug elde edilir. Double aritmetikte hassasiyeti iki katina
cikarmak icin double veri tipindeki degiskenler quadruple veri tipine doniistiiriilmelidir
fakat bilgisayar sistemlerinin ¢cogunda 128-bit quadruple aritmetik standart olarak destek-
lenmemektedir. Bunun yanisira veri tipi doniistimii CPU zamanin1 30-300 kat civarinda
artirmaktadir (Fukushima 2001).

Double degiskenlerle yapilan aritmetik islemlerin hassasiyetini iki katina ¢ikarma
problemi quadruple aritmetige gore daha basit ve daha az maliyetli ¢ift hassasiyet tek-
nigi ile ¢ozilebilir. Cift hassasiyet teknigi ile double hassasiyeti genisletmek suretiyle

yuvarlama hatalar azaltilir (Dekker 1971).
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Cift Hassasiyet (Pair-Precision) Teknigi

Dekker (1971) bilgisayardaki mevcut hassasiyetleri iki katina ¢ikarmak icin Algol 60
dilinde toplama, ¢cikarma, ¢carpma, bolme ve karekok islemlerinden olusan cift hassasiyetli
aritmetik islem algoritmalar1 gelistirmistir (Bebee 2017). Cift hassasiyetli kayan noktali
aritmetik islemler iki adet 53-bit double hassasiyetli kayan noktali say1 ile yapilan bir
aritmetik islemin kesin sonucunu iireten aritmetik islem fonksiyonlardir (Dekker 1971).

53-bit double hassasiyetli a ve b kayan noktali sayilar1 tanimlansin. a ve b sayilar ile
yapilan herhangi bir kayan noktali aritmetik islemin sonucu s = RN(a op b) olsun. Cift
hassasiyetli aritmetik islemlerde bilgisayarin sinirli basamak sayis1 problemi nedeniyle
kayan noktali aritmetik islemler sonucu olusan yuvarlama hatasi hesaplanir ve sonuca
dahil edilir (Higham 2002). Cift hassasiyet tekniginde yuvarlama hatas1 ¢ olmak iizere
s+c = (a op D) olacak sekilde a ve b sayilari ile yapilan kayan noktali aritmetik islemlerin
sonucu kesin olarak tiretilir.

Cift hassasiyetli aritmetik iglemlerin kodlanabilmesi i¢in ncelikle a ve b sayilar1 ikiye
ayirma (splitting) algoritmasi ile (ay,a;) ve (by, by) ciftlerine parcalanir ve ¢ift hassasiyetli
kayan noktalilara sayiya doniistiiriiliir (Bebee 2017). Cift hassasiyetli kayan noktali say1-
lar iki adet 53-bit double hassasiyetli saymin toplami olarak temsil edilir.

a=ap+aq;
(3.44)

b=>b,+b
(3.44)’de verilen (ay,a;) ve (by,b;) ciftleri sirasiyla a ve b sayilarinin bityiik dereceli
ve kiigiik dereceli degiskenleri olarak tanimlanir ve hafizada ardisik iki kelime boyutu
olarak depolanir (Sterbenz 1974). Cift hassasiyetli aritmetik iglemler sonucunda her bir
degiskeni 53-bit double hassasiyetli (s, c) ¢ift hassasiyetli sayisi tiretilir.

Aritmetik islem fonksiyonlarinin gelistirilmesi i¢in double hassasiyetli kayan nokta
aritmetigi kullanilirsa uygulanan teknik ile toplam 105-bit hassasiyetli sonuclar iiretilir
(Fukushima 2001). Cift hassasiyetli sayilar hafizada ardisik iki kelime boyutu olarak de-
polandig1 ve aritmetik islemler sonucunda her bir degiskeni 53-bit double hassasiyetli bir

cift say1 tiretildigi i¢in bu teknik ile double hassasiyet iki katina ¢ikar (Graillat vd. 2020).

24



MATERYAL VE METOT

B. YESILIRMAK

Sonug olarak ¢ift hassasiyetli aritmetik islemler iki ¢ift girdi (ap,q;) , (by,b;) ve bir

¢ift ¢ikt1 (s, c) olacak sekilde 6 argiimanli fonksiyonlar olarak tanimlanir. Cift hassasiyetli

toplama-¢ikarma, ¢carpma, bolme ve karekok islemlerti,

Summation(ay, aj, by, by, s, *c

)

Multiplication(ay, a;, by, by, *xm, *c)
Division(ay, aj, by, by, *d, *c)

)

Sqrt(ap, aj, *sqp, *sq;

fonksiyonlari ile tanimlanir.

ay, (double) a; (double)

11- bit Us 53-bit hassasiyet E8 11- bit Us 53-bit hassasiyet

cift hassasiyet (a = ap +a;)

64-bit hassasiyet

long double hassasiyet

112-bit hassasiyet

quadruple hassasiyet

Sekil 3.7. Cift hassasiyetli, long double ve quadruple sayilarin hassasiyetleri

(3.45)

Cift hassasiyet teknigi literatiirde double-double veya quasi-quadruple hassasiyetli
aritmetik olarak da bilinmektedir (Mgller 1965; Hida vd. 2001; Muller vd. 2010; Gra-

illat vd. 2020). Bu calismada cift hassasiyetli kayan noktal1 aritmetik iglem fonksiyonlari

IEEE 754-2008 standartinda varsayilan RN (x) en yakina yuvarlama modunda ve 53-bit

double hassasiyetli kayan nokta aritmetigi kullanilarak dizayn edilmistir. Algoritmalar C

programlama dili yardimiyla gelistirilmistir bdylece hizli ve verimli ¢alisan kodlar garanti

edilmektedir.
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3.1.1. Ikiye ayirma (splitting) algoritmasi

Cift hassasiyetli kayan nokta aritmetigi ¢ift hassasiyet uzunluklu kayan noktali say1
sistemi ile uygulanir (Dekker 1971). Cift hassasiyetli kayan noktali sayilar bir reel sa-
yinin ikiye ayirma (splitting) algoritmasi kullanilarak ikiye parcalanmasi ile elde edilir.
Ikiye ayirma algoritmasinda (yuvarlanan say1, yuvarlama hatasi) ¢ifti olusturulur (Bebee
2017). Bu ciftler (3.45)’de gosterildigi gibi ¢ift hassasiyetli aritmetik islem fonksiyonlari-
nin icerisine 53-bit double hassasiyetli biiyiik ve kii¢iik dereceli degiskenler olarak tanim-
lanir. a;, = RN(a) bir a reel sayisinin bilgisayarda kayan noktali say1 olarak yuvarlanan
degeri olsun.

Bilgisayarin sinirlt digit problemi nedeniyle a sayisinin yuvarlanmasi sonucu olusan

yuvarlama hatasi a; degiskeni ile tanimlanirsa yuvarlama hatas1 matematiksel olarak,
al = a—ah (3.46)

esitligi ile tanimlanir.

a reel sayis1 bilgisayarda kayan noktali bir say1 olarak temsil edilemeyip a;, sayisina
yuvarlandigindan yuvarlama hatasi @;’yi hesaplamak i¢in (3.46)’da verilen esitlik kulla-
nilamamaktadir (Higham 2001). Bu calismada yuvarlama hatast g;’yi hesaplamak i¢in

geligtirilen algoritma dort basamakta tanimlanabilir:

1. a ve aj, sayilarinin elemanlar birebir okunacak sekilde karakter dizisine atanir.

2. Iki dizinin her bir elemant sirasiyla karsilagtirilir ve karakterlerin farklilasmaya bas-

ladig1 basamak tespit edilir ve m gibi bir degiskene atanir.

3. Dizinin m inci basamaktan sonraki karakterleri integer veri tipine doniistiiriiliip 7

ve I, gibi gecici degiskenlere atanir.

4. I ve I degerleri birbirinden cikarilir ve fark normalize edilecek sekilde m inci

basamaga (saga) kaydirilir ve a; degiskenine atanir.

a= (I, —L)x 107" (3.47)

Sonug olarak gelistirilen algoritma ile a reel sayis1 a = a;, + a; olacak sekilde iki adet
double hassasiyetli saymnin toplamu ile kesin olarak ifade edilir ve ¢ift hassasiyetli kayan

noktali sayiya doniistiiriiliir (Bebee 2017).
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3.1.2. Cift hassasiyetli toplama-¢ikarma islemi

a ve b sayilar1 F kiimesinde tanimli 3 tabaninda ve 53-bit double hassasiyetli kayan
noktali sayilar olsun. a ve b sayilarinin kayan noktali toplama isleminin sonucu ve yuvar-
lama hatas1 sirasiyla 53-bit double hassasiyetli s ve ¢ de8iskenleri olarak tanimlansin. Cift
hassasiyetli toplama islemi a ve b sayilarinin toplamina,

s=RN(a+Db)

(3.48)
st+c=a+b

olacak sekilde kesin olarak hesaplar (Dekker 1971).

Cift hassasiyetli toplama iglemini olusturmak icin oncelikle a ve b sayilari ikiye ayirma
algoritmasiyla a = aj;, + a; ve b = by, + b; olacak sekilde (ay,a;) ve (by,b;) ¢iftlerine par-
calanir. Bu ciftler basamakli toplama (cascaded summation) yontemi ile derecelerine gore
toplanarak cift hassasiyetli toplama islemi algoritmasi olusturulur (Ogita vd. 2005). Ba-

samakl1 toplama yonteminde TwoSum toplama algoritmas1 kullanilmaktadir.

Teorem 3.2. a ve b kayan noktali sayilar olmak iizere, double hassasiyette kayan nok-
tali sayt sisteminde herhangi bir B tabaminda yukari ve asagi tasma olmamasi kosuluyla

TwoSum Algoritmasi, s ve ¢ sayilarini s+ c = a+ b olacak sekilde kesin olarak hesaplar.

Algorithm 1 TwoSum Algoritmasi
s < RN(a+D)

a < RN(s—Db)
b+ RN(s—d)
0,4 RN(a—d')
3y < RN(b—1')
¢+ RN(6,+ 6p)

return (s,c)

TwoSum toplami kayan noktali toplama islemi sonucu olusan yuvarlama hatas1 ¢’yi
hesaplayan bir algoritmadir (Wittig 2008). Basamakl1 toplama yontemi ile TwoSum algo-
ritmasi iki kere uygulanarak biiyiik dereceli degiskenler (ay,,by,) ve kiigiik dereceli degis-

kenler (a;,b;) ayr1 ayr toplanir (Muller vd. 2010).
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(an,bp) ve (ay,by) iftleri ile TwoSum toplami sonucunda,

Xp+x;=ay +bh (3.49)

yhtyi=a+b
olacak sekilde (xj,x;) ve (yp,y;) ciftleri elde edilir.

(3.49)’da verilen TwoSum algoritmasi ile elde edilen ciftlerde en biiyiik dereceli de-
gisken x;, oldugundan cift hassasiyetli toplama islemi sonucunun biiyiik dereceli degiskeni
s = x, olarak tanimlanur.

Kiiciik dereceli tiim degiskenler (x;, y;, y;) kayan nokta aritmetiginde toplanarak ¢ift
hassasiyetli toplama igleminin yuvarlama hatasi ¢ olarak tanimlanir. Boylelikle (a + b)
i1sleminin sonucu s + ¢ = a + b olacak sekilde kesin olarak hesaplanir (Muller vd. 2010).
Cift hassasiyetli toplama isleminin sonucu,

S =Xp

(3.50)
cC=Yy+Xx1+Yn

ile hesaplanir ve (s,c¢) cifti ile tanimlanur.

Algorithm 2 Cift hassasiyetli toplama-c¢ikarma islemi algoritmasi

Require: (ap,a;) < Split(a)
(bp,by) < Split(b)
(xp,x;) < TwoSum(ay,by,)
(V> y1) < TwoSum(ay, by)
S < Xp
¢ <= RN(y; +x1+ yn)

return (s,c)

Algoritma-2 her biri toplam 105-bit hassasiyetli (a;,a;) ve (by,b;) say: ¢iftlerini top-
layan ve 105-bit hassasiyetli (s, ¢) ¢iftli sonucunu iireten ¢ift hassasiyetli toplama-gikarma

islemi fonksiyonunu olusturur. Cift hassasiyetli toplama-¢ikarma islemi fonksiyonu,
Sum(double ay,, double a;, double by, double b;, double xs, double *c) (3.51)

olarak tamimlanir.
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3.1.3. Cift hassasiyetli carpma islemi

a ve b sayilar1 F kiimesinde tanimli 3 tabaninda ve 53-bit double hassasiyetli kayan
noktal1 sayilar olsun. a ve b sayilarinin kayan noktali carpma isleminin sonucu ve yuvar-
lama hatas1 sirasiyla 53-bit double hassasiyetli m ve ¢ degiskenleri olarak tanimlansin.
Cift hassasiyetli carpma islemi a ve b sayilarinin ¢arpimini,

m = RN(a x D)

(3.52)
m+c=axb

olacak sekilde kesin olarak hesaplar (Dekker 1971).

Dekker (1971) ¢ift hassasiyetli carpma islemi icin polinomal bir yaklasim gelistirmis-
tir (Muller vd. 2010). Cift hassasiyetli toplama islemini olusturmak i¢in 6ncelikle a ve b
sayilart ikiye ayirma algoritmasiyla a = aj, + a; ve b = by, + b; olacak sekilde (aj,a;) ve
(by, by) iftlerine pargalanir. Boylelikle (aj, + a;) x (by, + b;) kayan noktali ¢arpma iglemi

polinomal olarak,
(ap+a;) x (bp+b;)=ap-by+ay-by+a;-b,+a;-b; (3.53)

esitligi ile ifade edilir.

Cift hassasiyetli ¢carpma isleminde literatiirde Veltkamp ayirmasi olarak bilinen bir
algoritma kullanilmaktadir. Veltkamp ayirma algoritmasi 53-bit hassasiyete sahip bir x
kayan noktal1 sayisin1 x = xj, + x; olmak iizere her bir parcasi 26-bit hassasiyete sahip
(x5, x7) ¢iftine ayirir (Hida vd. 2001). Ayrilan ciftler ¢ift hassasiyetli carpma algoritmasi
icerisinde dinamik olarak kullanilir. Veltkamp algoritmasi ile ikiye ayrilan her bir sayinin

hassasiyeti sistemin hassasiyetinin yaklasik yarisi kadar olur (Graillat vd. 2020).

Algorithm 3 Veltkamp ikiye ayirma algoritmasi
Require: C=f"+1

Y < RN(C - x)

0« RN(x—1)

xp < RN(y+9)

X; <= RN(x —xy,)

return (x;,x;)
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Hassasiyet p ve taban 3 olmak iizere Veltkamp ayirma algoritmasinda s = [p/2] i¢in
C = B’ + 1 sabit sayis1 kullanilir. 53-bit double hassasiyet i¢in p = 53 ve = 2 i¢in s = 27
olarak hesaplanir ve C = 134217729 sabit sayis1 elde edilir (Muller vd. 2010). Veltkamp

ayirmast ile (3.53)’de verilen biiyiik dereceli degiskenler,

ay = ap, +ay, (3.54
by = by, + by,

olacak sekilde (ap,,a;,) ve (by,,b;,) ciftlerine ayrilir.
Veltkamp algoritmasi ile (3.54)’de elde edilen ciftler kullanilarak (3.53)’de verilen
(aj, - by,) ¢arpimi i¢in ikinci polinomal ag¢ilim yapilir. Boylelikle (p, g,t,z) € F olmak iizere

(a x b) kayan noktali ¢arpimi polinomal olarak,

m:ah-bh
y = (ap-by)+(a;-by) + (a; - by)

pP= _m+(ah1 'bh1)

q=p+(an by) (3.55)
t=q+(ay -by)

z=t+(ay - by)

c=2z+Yy

esitlikleri ile ifade edilir.

(3.55)’de verilen esitliklerde en biiyiik dereceli degisken m ve yuvarlama hatasi ¢ ol-
dugundan cift hassasiyetli carpma isleminin biiyiik dereceli degiskeni m ve kiiciik dereceli
degiskeni ¢ olarak tanimlanir.

Sonug olarak ¢ift hassasiyetli carpma islemi ile (a x b) iglemi m + ¢ = a x b olacak
sekilde kesin olarak hesaplanir. Algoritma-4 her biri toplam 105-bit hassasiyetli (ay,a;)
ve (bp,b;) sayi iftini carpan ve toplam 105-bit hassasiyetli (m,c) ¢iftli sonucunu iireten
cift hassasiyetli ¢carpma islemi fonksiyonunu olusturur. Cift hassasiyetli carpma islemi

fonksiyonu,
Mult(double ay,, double a;, double by, double b;, double xm, double xc) (3.56)

olarak tanimlanir.
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Algorithm 4 Dekker polinomal ¢arpma iglemi algoritmasi

Require: s = [p/2]
(an,a;) < Split(a)
(bp,by) < Split (D)
(ap,,a,) < VeltkampSplit (ay,)
(b, ,by,) < VeltkampSplit (by,)
m < RN(ay, - by,)
y < RN(ay-b;) +RN(a; - by) + RN (a; - by)
p < RN(—m+RN(ap, - by,))
q < RN(p+RN(ay, -by,))
t < RN (q+RN(ay, -by,))
24 RN(t+RN(ay, - by,))
¢ < RN(z+y)

return (m,c)

3.14. Cift hassasiyetli bolme islemi

a ve b sayilar1 F kiimesinde tanimli 8 tabaninda ve double hassasiyetli kayan noktali
sayilar olsun. a ve b sayilarinin kayan noktali bolme isleminin sonucu ve yuvarlama hatasi
sirastyla 53-bit double hassasiyetli d ve ¢ degiskenleri olarak tanimlansin. Cift hassasiyetli
bolme algoritmasit kesire uygulanan iteratif bir yaklasim gerektirir ve en karmagik cift
hassasiyetli islem olarak kabul edilir. Dekker, kesir ifadesini iteratif olarak hesaplamak
yerine 1/(a+ b) bolim ac¢ilimini kullanarak ¢ift hassasiyetli bolme iglemi algoritmasini

kolaylastirmistir (Bebee 2017).

1 1 b [(b\°
a+b:a<1—;+(;) —> (3.57)

Cift hassasiyetli bolme islemi algoritmasina a = ay, + a; ve b = by, + b; olacak sekilde

her bir say1y1 ikiye ayirma algoritmast ile (ay,a;) ve (by, b;) ¢iftlerine parcalayarak bagla-
nir. Cift hassasiyetli bolme islemi sonucunun biiyiik dereceli degiskeni i¢in ay, /by, sayisi

baglangic degeri olarak secilir ve d degiskeni ile tanimlanir.
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(3.57)’de verilen boliim agilimi formiilii kullanilarak,

d = ap/by
a/b = (an/by) + (a/b—ay/by) (3.58)
=d+(a/b—d)
=d+(a—d-b)/b

elde edilir.
(3.58)’de verilen (a/b — a;/by,) ifadesi (a/b) isleminin yuvarlama hatasina esittir ve
c degiskeni ile tammlanir. Egitlikler diizenlenip a = aj, + a; ve b = by, + b; yerine konursa
ve (3.57)’de verilen boliim acilimi a,/by, kesrine uygulanip diisiik dereceli ¢arpan terimi
ihmal edilirse yuvarlama hatas1 ¢ yaklasik olarak,
a/b=d+ (ap+a;—d-b,—d-b;)/b
=d+((ap+a;,—d-b,—d-b)/by)- (1 _bl/bh+(bl/bh)2_"') (3.59)

=d+c

¢ = ((ap+a;—d-by—d-by)/by)- (1 —by /by + (b /by)* — )
¢~ (ap—d-by+a;—d-by)/by

(3.60)

formiilii ile hesaplanir.

(3.60)’da verilen d - by, terimi u = d - by, olarak tanimlanirsa ve ¢ift hassasiyetli carpma
islemi uygulanip u= uy+u; olacak sekilde bir ¢ift olarak temsil edilirse yuvarlama hatasi
¢ icin daha hassas bir sonug elde edilir (Bebee 2017).

u=d- bh
=up+u (3.61)
¢ = ((((an —up) —w) +a;) —d-by) /by

Sonug olarak c¢ift hassasiyetli bolme iglemi (a/b) iglemini d + ¢ = a/b olacak sekilde
kesin olarak hesaplar. Algoritma-5 her biri toplam 105-bit hassasiyetli (ay,,a;) ve (by,b;)

say1 ¢iftini bolen ve toplam 105-bit hassasiyetli (d, ¢) ¢iftli sonucunu iireten ¢ift hassasi-

yetli bolme iglemi fonksiyonunu olusturur. Cift hassasiyetli bolme iglemi fonksiyonu,
Division(double ay, double a;, double by, double by, double xd, double xc) (3.62)

olarak tanimlanir.
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Algorithm 5 Dekker bolme islemi algoritmasi

Require: (ay,a;) < Split(a)
(b, by) < Split(b)
d < RN (ay/by)
(up,up) < Multiplication (d, 0, by, 0)
p < RN(ap —up)
q < RN(p—u)
t < RN(q+ay))
24 RN(t—RN(d-b)))
k < RN (z/by,)
c+k

return (d,c)

3.1.5. Cift hassasiyetli karekok islemi

a sayisi 3 tabaninda ve 53-bit double hassasiyetli kayan noktal1 bir say1 olsun. Dekker
tarafindan gelistirilen ¢ift hassasiyetli karekok algoritmasi b = /a igleminin sonucunu
¢ = ¢+ ¢; olmak iizere ¢, + ¢; = v/a, + a; olacak sekilde kesin olarak hesaplar.

Dekker cift hassasiyetli karekok algoritmasinda fonksiyonun yakinsama hizi diistik ol-
dugu icin tek adimli Newton-Raphson iterasyonu kullanilmaktadir (Bebee 2017). Newton-
Raphson iterasyonu b = +/a islemi i¢in F(b) = b* — a fonksiyonu ile tanimlanir.

Cift hassasiyetli karekok algoritmasini olusturmak icin Oncelikle a sayis1 ikiye ayirma
algoritmasiyla a = aj, + a; olacak sekilde (aj,,a;) ¢iftine parcalanir. Iterasyon igin bir by,
degiskeni tamimlanir ve b, = |/a;, degeri baglangi¢ tahmini olarak segilir. Tam kare ag1limi

ile by, tahmininin diizeltmesi bl=%(bh + a/by,) olarak tanimlanirsa,

by = /ay
1
b= —(bh +a/bh)
2 (3.63)
Ccp — bh
Cc| = bl — bh

elde edilir.

(3.63)’de baslangic tahmini c¢;, ve yuvarlama hatasi ¢; degiskeni olarak tanimlanir.

33



MATERYAL VE METOT B. YESILIRMAK

Baslangic tahmininin diizeltmesi ¢; karekok isleminin yuvarlama hatasina karsilik gel-

mektedir. Yuvarlama hatas1 tek adimli Newton-Raphson iterasyonu kullanilarak,
o = %(bh +a/bp) — b
_ %(a/bh by (3.64)
= (a—b3)/(2by)
esitligi ile hesaplanir.

(3.64)’de verilen b% terimi u = b% olarak tanimlanirsa ve ¢ift hassasiyetli carpma iglemi

uygulanip u= u,+u; olacak sekilde bir ¢ift olarak temsil edilirse yuvarlama hatasi ¢y,
c; = (a—u)/2by
= (ah —Uup — U +al)/(2bh) (3.65)

= (ap —up—w +a)/(2cp)
daha hassas hesaplanir (Bebee 2017).

Algorithm 6 Dekker cift hassasiyetli karekok islemi algoritmast

Require: (ay,a;) < Split(a)
cn < RN (\/ay)
(up,up) <— Multiplication (cy, 0, cp, 0)
p < RN(aj, — up)
g RN(p—u;)
t< RN(q+a)
Z+ RN(0.5-RN(t/cp))
TR

return (cj, c;)

Sonug olarak ¢ift hassasiyetli karekok islemi b = \/a iglemini ¢, + ¢; = \/ay, + a; ola-
cak sekilde kesin olarak hesaplar. Algoritma-6 toplam 105-bit hassasiyetli (a;,q;) say1
¢iftinin karekokiinii alan ve toplam 105-bit hassasiyetli (cp, ¢;) ¢iftli sonucunu iireten ¢ift
hassasiyetli karekok igslemi fonksiyonunu olusturur. Cift hassasiyetli karekok iglemi fonk-
siyonu,

Sqrt(double ay,, double a;, double *cy,, double *c;) (3.66)

olarak tanimlanir.
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3.1.6. Cift hassasiyetli skaler ¢carpim

dveb n-boyutlu vektorler olmak iizere d ve b vektorlerinin skaler carpimi,
L n=l
a-b=Y ag-by (3.67)
k=0

olarak tanimlanir.

(3.67)’de verildigi iizere skaler carpim islemi carpma ve toplama islemlerinden olusan
bir hesaplamadir. Dolayisiyla ¢ift hassasiyetli skaler ¢carpim islemi icin oncelikle vektor-
lerin her bir bileseni ikiye ayirma algoritmasiyla ciftlere pargalanir ve cift hassasiyetli
carpma ve toplama islemleri kullanilir. (3.67)’de verilen a; ve b; vektor bilesenleri ikiye

ayirma algoritmasiyla,

ar = ap, +ay,
(3.68)
by = bhk + blk
(an,,ay) ve (bp,,by,) ciftlerine pargalanir.

(3.67)’de verilen aritmetik islemler geregi (ay, ,a; ) ve (by,,by,) ciftleriyle n adet cift
hassasiyetli carpma islemi ve (n — 1) adet ¢ift hassasiyetli toplama iglemi uygulanarak
cift hassasiyetli skaler ¢arpim iglemi olusturulur. d ve b tic boyutlu iki vektor olsun. Bu
iki vektoriin ¢ift hassasiyetli skaler ¢arpim islemi i¢in 6ncelikle d ve b vektorlerinin lic

bileseni ikiye ayirma algoritmasi ile ¢iftlere ayrilir. Elde edilen ciftlerle 3 adet cift hassa-

siyetli carpma ve 2 adet ¢ift hassasiyetli toplama islemi uygulanir.

Algorithm 7 Cift hassasiyetli skaler ¢carpim iglemi algoritmasi
Require: (ahk , alk), (bhk , blk) + Split (ak) , Split(bk)

(uh,ul) <~ Mult (aho, ajp, bhm blo)
Vi, vi) <= Mult (ap,, ay,, by, by,)

(
(t tl) < Mult (ah27 ap, b/127 blz)
(kp,k;) < Sum (up,, uy, vy, vi)

(

Ph»P1) < Sum (ty, ty, kp, k;)
S < Pn
Cc < D

return (s,c)

35



MATERYAL VE METOT B. YESILIRMAK

3.2. Hareket denkleminin RK4 metodu ile niimerik integrasyonu

Iki cisim probleminin hareket denklemi eylemsiz koordinat sisteminde biiyiik kiit-
leli merkezi bir cisim etrafinda dolanan kiiciik kiitleli cismin yoriingesini belirlemek i¢in
dordiincii dereceden Runge-Kutta metoduyla ¢oziilebilir. Hareket denklemi vektorel, tic
boyutlu, ikinci dereceden adi diferansiyel bir denklemdir. Iki cisim probleminin hareket

denklemi,
—UF

r3

r=+/x*+y2+7? (3.70)

7=

(3.69)

esitligi ile ifade edilir.

7 konum vektorii , v hiz vektorii ve d ivme vektorii olmak iizere,

X X X
F=1y V=1 y a=| y (3.71)
Z Z Z

olarak tamimlanir.

(3.69)’da verilen hareket denklemi (x, y, z) kartezyen koordinatlari kullanilarak,

i ;ﬂ;x
j | = —r_ﬂ;y (3.72)
4 —Hz

olarak ifade edilebilir.

Yoriinge integrasyonu i¢in Oncelikle iki cisim problemi 7o baglangi¢ aninda verilen
(X0,Y0,20) Ve (Vxy,Vyy,Vz,) baslangig kosullart kullanilarak baglangig deger problemine
doniigtiiriiliir. Hareket denklemi ikinci dereceden adi diferansiyel bir denklem oldugundan
iki adet birinci dereceden denklem sistemine indirgenir. Hiz vektorii 7 = ¥ ve ivme vektorii
V = @ olmak iizere birinci denklem sistemi hiz vektorii ve ikinci denklem sistemi ivme
vektoril ile tanimlanir.

Birinci denklem sistemi (vy,, vy,,V;,) baslangi¢ kosullar1 kullanilarak hiz vektoriiniin
bilesenleri seklinde,

—_— =y —_— =V (373)
olarak tanimlanir.
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Ikinci denklem sistemi (xg,yo,z0) baslangi¢ kosullar1 kullanilarak ivme vektoriiniin

bilesenleri seklinde ,

dvy —HUXo
a, = — =
Todt r3
dvy _ —Hyo
=2 = 3.74
ay=— 3 (3.74)
a = Pz _
Sodt 3

olarak tanimlanir.

Dordiincii dereceden Runge-Kutta metodu hareket denkleminin vektorel formuna uy-
gun olarak modifiye edilebilir (Voesenek 2008). Bunun i¢in (2.30)’da verilen k£ egim
katsayilart (3.73) ve (3.74) esitlikleri kullanilarak vektor fonksiyonu seklinde tanimla-

nir. (i =0,1,2...,n) olmak iizere k egim katsayilari (3.73) ve (3.74) esitliklerindeki her

bir koordinat bileseni i¢in ayr1 ayr1 hesaplanir ve vektorel olarak 7%‘}1' L Ve 75,1. ., 1le gosterilir.
%V,. ., katsayilar1 (3.74)’de verilen ivme vektoriiniin bilesenleri kullanilarak,
b, =d(7)
— N N h—»
k2‘1+1 — ( i+ §k1’1+1>
" (3.75)
k3vi+1 =d (?’ + Eeri-H )
k4"z 1 =d (ﬁ + hk3rl+l )
%n ., katsayilar1 (3.73)’de verilen baglangi¢ hiz vektoriiniin bilegenleri kullanilarak,
b, =¥ (%)
— N N h—»
kzm—l =V (vi + EklvH-l)
(3.76)
P L
3 T v( i+ 2 2"i+l>

fonksiyonlart ile ifade edilir.

(3.75) ve (3.76)’da verilen %w L, Ve 75,[. ., €gim katsayilar1 sirastyla birbiri igerisinde

kullanilmaktadir. Dolayisiyla katsayilar algoritmik olarak verilmistir ve dongii yardimiyla

hesaplanmalidir.
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Sonug olarak (2.29)’da verilen RK4 formiilii vektorel egim katsayilart kullanilarak
yeniden tanimlanabilir. Dordiincii dereceden Runge-Kutta metodu vektorel olarak,
‘_;H—l - Vl *% (7&1%’“ + 27&2‘%1 + +2%3"i+1 +7€’4"i+1 )

(3.77)
Fip1 =T+

[N e N

<7€1’i+1 +27é2’i+1 ++27€3’i+1 +7é4’i+1>

formiilleri ile tanimlanir.

3.3. Cift hassasiyetli aritmetik islemler ile niimerik integrasyon

Cift hassasiyetli kayan nokta aritmetiginin verimliligini ve avantajim1 gostermek ama-
ciyla iki cisim probleminde merkezi cisim Giines ve yoriingedeki cisim Jiipiter segilerek
hareket denklemi RK4 metodu ile iki asamada integre edilmistir. Birinci adimda integras-
yon hesab1 IEEE 754-2008 standartinda tanimli 53-bit double hassasiyetli aritmetik kul-
lanilarak yapilmistir. Integrasyonun baslangic ani #, = 2458274.5 JD (5 Haziran 2018)
ve adim aralig1 ¢ = 6283 giin olarak secilmistir. Integrasyon icin Jiipiter’in au cinsinden
baslangi¢c konum ve hiz vektorii degerleri ve gravitasyonel parametre NASA Horizon’dan
alimmustir ve 53-bit double veri tipinde degiskenler olarak tanimlanmustir. Jiipiter’in Gii-
nes merkezli yoriingesini elde etmek icin hareket denklemi, k katsayilart 7 inci adimdaki
konum ve hiz vektorlerine karsilik gelecek sekilde (3.77)’de verilen RK4 formiilleri kulla-
nilarak 6283 giin ileri integre edilmistir. RK4 semasinda tiim parametreler sabit tutularak
h=0.1,h=0.01 ve h =0.001 adim boyutlarinda integrasyon tekrarlanmistir. En optimal
sonuglar 7 = 0.01°de elde edildigi i¢in integrasyonun sabit adim boyutu olarak secilmistir.

Ikinci adimda birinci adimda verilen RK4 integrasyon semasi icerisindeki tiim aritme-
tik islemler ile bu aritmetik islemlere karsilik gelen ¢ift hassasiyetli aritmetik islem fonk-
siyonlari yer degistirilmistir. Integrasyon semasinin girdi parametreleri; baglangic konum
ve hiz vektorii degerleri, gravitasyonel parametre, integrasyonun adim boyutu ve sayisi-
dir. Cift hassasiyetli aritmetik islemlerin uygulanabilmesi i¢cin semanin tiim girdileri ikiye
ayirma algoritmasi ile parcalanarak 53-bit double hassasiyetli biiyiik ve kiiciik dereceli
degiskenler olarak gruplandirilmistir. Cift hassasiyetli aritmetik islemlerle manipiile edi-
len RK4 semas: ile hareket denklemi 6283 giin ileri integre edilmistir. Integrasyon so-
nucunda Jiipiter’in Giines merkezli 6283 giinliik biiyiik ve kii¢iik dereceli konum ve hiz

vektoril degerleri elde edilmistir.
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Cizelge 3.2. Biiyiik ve kiiciik dereceli konum ve hiz vektorii degerleri

Ciftler X y Z
r —3.460167504309613E+00 —4.149454064629457E 400 9.465721330038770E—02
v 5.709741990408655E —03 —4.481465873394258 E—03 —1.091471606521913E—04
Ty —4.862578020000000E—17 | —1.2690770530000000E—16 | —4.757454799000000E —18
Vi —2.100430652000000E —19 4.062370784000000E—19 1.520065599999999E —21

Cizelge 3.2°de baslangi¢c konum ve hiz vektorii degerlerinin toplam 105-bit hassasi-
yetli biiyiik ve kiigiik dereceli ¢iftleri verilmistir. Bu calismada RK4 integrasyon semasi-
nin girdisi olarak tanimlanan baslangi¢ kosulu degerlerinden birisi ikiye ayirma yontemini
algoritmik olarak incelemek i¢in secilebilir.

Jupiter’in 5 Haziran 2018 tarihinde Giines merkezli kartezyen X koordinatt NASA
Horizon’dan alinan 3.460167504309613E + 00 sayisidir. Bu say1 double hassasiyetli x
degiskeni olarak tanimlanirsa 15. basamaktan itibaren sifir kullanilarak orijinal say1 olarak
kabul edilebilir. En yakina yuvarlama modunda x say1s1 (3.78) esitliginde gosterildigi gibi

yuvarlanir ve yuvarlanan say1 double veri tipindeki x;, degiskeni olarak tanimlanir.

x =3.4601675043096 IOOOOOOOOOO
(3.78)

Xp = 3.4601675043096195 13742198

(3.78)’de verilen x ve x;, degerlerinin 15. basamaktan itibaren farklilagsmaya bagladig:
goriilmektedir. Dolayisiyla (3.45)’de verilen algoritmaya gore m = 15, I} = 30000000000
ve [, = 29513742198 sayilar elde edilir. Yuvarlama hatasi (3.46)’da verilen denklem kul-
lanilarak x; = 4.86257802 x 10~!7 olarak hesaplanir ve cift hassasiyetli say1 ciftinin kii-
clik dereceli degiskeni olarak tanimlanir. Cizelge 3.2’de verilen 53-bit double hassasiyetli
baglangi¢c konum ve hiz vektorii degerleri (r,v) integrasyon semasinda virgiilden sonra 15
basamak temsil edilmektedir. Bu sebeple cift hassasiyetli say1 ¢iftlerinin biiyiik dereceli

degiskenleri olarak tanimlanmustir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Analitik ¢6ziim ile niimerik karsilastirmalar

Cift hassasiyetli ve double hassasiyetli aritmetik ile gerceklestirilen integrasyonlardan
elde edilen sonuglar1 karsilastirmak amaciyla iki cisim probleminin hareket sabitleri ana-
litik ¢oziim olarak kullanilmistir. Hareket sabitleri integrasyonun #y baslangic anindaki
konum ve hiz vektorii degerleri kullanilarak (2.14), (2.19), (2.22) ve (2.23) denklemleri-
nin 80-bit long double hassasiyetli ¢coziimii ile elde edilmistir. Jiipiter’in Giines merkezli

yoriingesinin hareket sabitleri long double hassasiyette,

a =5.202735843552009

e = 4.880567975450338e — 02
4.79)

h =3.920908437149964¢ — 02
E = —2.846528747310223¢ — 05

olarak hesaplanmigtir.

Her iki integrasyondan elde edilen sonuglar ile ¢ift hassasiyetli ve double hassasiyetli
aritmetik kullanilarak (2.14), (2.19), (2.22) ve (2.23) denklemleri ¢oziilmiistiir ve integras-
yonlarin her bir adimi i¢in yar1 biiyiik eksen uzunlugu, eksentrisite, acisal momentum ve
mekanik enerji degerleri elde edilmistir. Bu degerler (4.79)’da verilen long double hassa-
siyetli hareket sabitleriyle integrasyonun her bir adimu icin rolatif olarak karsilastirilarak

yerel integrasyon hatalar1 6l¢iilmiistiir.

— double hassasiyetli 3.638e — 20 ¢cift hassasiyetli
le—13 3.636e — 20

3.634e — 20
3.632e — 20
3.630e — 20
3.628e — 20
3.626e — 20
3.624e — 20 u

3.622e — 20

10 100 1000 le4 1led5 1leb 1le7 10 100 1000 le4 1le5 1leb 1le7
cagrilan fonksiyon sayisi cagrilan fonksiyon sayisi

= le—14
4

logio(22)

logiof

le—15

le—16

Sekil 4.8. Jiipiter’in yar1 bilyiik eksen uzunlugu icin yerel integrasyon hatalari
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le—11
— double hassasiyetli cift hassasiyetli
le—12
25e—-19
le—13
g le—14 E 2.4e—19
o o
le—15
23e—19
le—16 u
1 10 100 1000 le4 1leb 1leb6 1le7 1 10 100 1000 1le4 1eb 1leb6 1le7
cagrilan fonksiyon sayisi cagrilan fonksiyon sayisi

Sekil 4.9. Jiipiter’in eksentrisite degeri icin yerel integrasyon hatalari

Juipiter’in ¢ift hassasiyetli ve double hassasiyetli aritmetik ile hesaplanan yoriinge sa-
bitlerinin yerel integrasyon hatalari, integrasyon icin ¢agrilan ivme fonksiyonu sayisinin
fonksiyonu olarak tanimlanmistir. Boylelikle integrasyonlarin dogrulugu Jiipiter’in Giines
etrafinda 17 dolanimi sonrasi hareket sabitlerinin rolatif hatasi dl¢iilerek tahmin edilmis-
tir. Sekil 4.8 ve Sekil 4.9’da double hassasiyetli RK4 integrasyon semasina cift hassasi-
yetli aritmetik islemlerin uygulanmasi sonucunda Jiipiter’in yar1 biiyiik eksen uzunlugu
ve eksentrisite degerlerinin yerel integrasyon hatalarindaki azalma gosterilmektedir.

Cift hassasiyetli aritmetik ile yapilan RK4 integrasyon hesaplamasinda double hassa-
siyetli hesaplamaya gore yar1 biiylik eksen uzunlugu ve eksentrisite degerlerinde ortalama
8 basamak kazang elde edilmistir. Dolayisiyla double hassasiyetli RK4 integrasyon sema-
sma cift hassasiyetli aritmetik iglemlerin uygulanmas ile yerel integrasyon hatalarinin
yaklasik 108 kat azaltildig: sonucuna varilabilir.

Yiiksek eksentrisiteye sahip cisimler yoriinge boyunca hizlanir ve yavaglar. Tek adimli
yontemlerde adim boyutu yoriinge boyunca sabit tutuldugu i¢in yiiksek eksentrisiteye sa-
hip bir cismin yoriingesi tek adimli bir yontemle elde edilirse cisim hizlanirken ve yavag-
larken yoriingede kalmasi zorlasir ve integrasyon hatasi artar (Vallado 2013). Sekil 4.9°da
cift hassasiyetli aritmetik ile hesaplanan eksentrisite degeri i¢in kazanilan dogrulukta cift
hassasiyetli aritmetikle hesaplanan Sekil 4.8’de verilen yar1 biiyiikk eksen uzunlugunun
dogruluguna gore 1 basamak kayip oldugu goriilmektedir. Bu durumun kullanilan tek
adimli niimerik integratorden ve Jiipiter’in gorece yiiksek eksentrisitesinden kaynaklan-

dig1 sdylenebilir.
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le—13 . -
e 14 — double hassasiyetli —7.980438e — 20 cift hassasiyetli
e —14 —7.980440e — 20
__le—14 .
d=5e—15 Sl= —7.980442¢ — 20
& &
2 2e-15 2 _7.980444e — 20
le—15
Se — 16 —7.980446e — 20
2e — 16
—7.980448e — 20
1 10 100 1000 le4 1leb 1leb6 1le7 1 100 led 1e6
cagrilan fonksiyon sayisi cagrilan fonksiyon sayisi

Sekil 4.10. Yoriingenin agisal momentum sabiti i¢in yerel integrasyon hatalari

Iki cisim hareketi korunumlu bir sistemde gerceklestigi icin enerjinin integrator tara-
findan korunmasi gerekir (Rein vd. 2019). IEEE 754-2008 double hassasiyetli aritmetik
kullanan bir integratorde enerji degeri icin beklenen yuvarlama hatasi Brouwer yasasi ile
N = 628318,5 adim sayist icin E fjpor = 272 x /N formiilii ile Efjpp, = 1.76 x 10713

olarak hesaplanmustir.

— double hassasiyetli _ o n
le_ 14 cift hassasiyetli
—4.375e — 20
4 4
D 1le—15 @
9 9
- ~  —4.380e — 20
le — 16
—4.385e — 20
1 10 100 1000 1le4 1le5 1eb 10 100 1000 1le4 1le5 1eb
cagrilan fonksiyon sayisi cagrilan fonksiyon sayis

Sekil 4.11. Yoriingenin mekanik enerji sabiti i¢in yerel integrasyon hatalar1

Sekil 4.10 ve Sekil 4.11°de gosterildigi gibi ¢ift hassasiyetli aritmetik uygulanan in-
tegrasyonda double hassasiyetli aritmetige gore acisal momentum ve mekanik enerji de-
gerlerinde yaklasik 7 basamak kazang elde edilmistir. Cift hassasiyetli yoriinge integ-
rasyonunda acisal momentum ve mekanik enerji degerlerinin yerel integrasyon hatalar
yoriinge boyunca 10720 mertebesinde oldukga diisiik ve kararlidir. Dolayisiyla 6283 giin
integrasyon siiresince Jiipiter i¢in oldukca kararli bir yoriinge elde edildigi sonucuna va-

rilabilir.
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RK4 niimerik integrasyon metodu ile yoriinge hesaplamasi i¢in CPU zamanlar1 double
hassasiyet i¢in 2.643365 s. ve cift hassasiyet icin 7.943968 s. olarak Olciilmiistiir. Dola-
yistyla N = 628318,5 adim sayili bir RK4 integrasyon hesaplamasinda cift hassasiyetli
aritmetigin double hassasiyetli aritmetige gore 3.01 kat daha maliyetli oldugu soylene-
bilir. Her iki aritmetikle gerceklestirilen integrasyonlar i¢in CPU zamanlar1 Intel Core 15
1slemcili kigisel bilgisayarda olciilmiistiir.

Giineg Sistemi’nin uzun donemli integrasyonlarinda farkli semalar ile yuvarlama ha-
talarinin azaltilmasina yonelik bir¢cok calisma yapilmistir (Quinn ve Tremaine 1989; Qu-
inlan 1994; Rein ve Spiegel 2015). Bu calismalarda kullanilan metot icerisinde yuvarlama
hatalarinin en temel kaynagi olan toplama iglemlerine Kahan compensated summation al-
goritmasi uygulanarak yuvarlama hatalar1 azaltilmaya calisilmistir. Uzun donemli hesap-
lamalarda integrasyon semasini ¢ift hassasiyetli aritmetik igslemler gibi ek hesaplamalar
icerecek sekilde tamamen modifiye etmek oldukca maliyetlidir (Fukushima 2001).

Cift hassasiyetli aritmetik islemleri kisa donemli simplektik bir integrasyon semasin-
daki aritmetik islemlerin tamamina uygulayarak yuvarlama hatalarinin azaltilmasina yo-
nelik en kapsamli calisma Fukushima (2001) tarafindan yapilmistir. Fukushima’nin uygu-
ladig1 ¢ift hassasiyetli aritmetik islemler FORTRAN-77 dilinde yazilmis olmakla birlikte
integrasyon karsilagtirma testleri double veri tipinde iki cisim hareket sabitleri ile yapil-
mustir. Integrasyon sonucunda ¢ift hassasiyetli aritmetikle elde edilen hareket sabitlerinde
yaklagik 8 basamak kazang elde edilmistir ve yoriinge boyunca 10~ mertebesinde dog-
ruluk saglanmugtir.

Bu tez calismasinda C programlama dili kullanilmigtir ve integrasyon hesaplamalari-
nin sonuclari kisisel bilgisayarda 128-bit quadruple hassasiyet erisimi olmadigi i¢in 80-bit
long double hassasiyetli analitik ¢oziimler ile karsilagtirilmigtir. Euler tipi basit bir ekstra-
polasyon yontemi olan RK4 niimerik integratorii kullanilarak yoriinge boyunca yaklagik
10720 mertebesinde dogruluk elde edilerek hareket sabitlerinde ortalama 8 basamak ka-
zang elde edilmigtir. Dolayisiyla sadece kullanilan yazilim dili degistirilerek ve giincel
cift hassasiyetli aritmetik iglem algoritmalar1 uygulanarak kisa dénemli iki cisim yoriinge
integrasyonunda simplektik bir algoritmaya gore yerel integrasyon hatalar1 10* kat daha

fazla azaltilmistir ve CPU zamaninda avantaj elde edilmistir.
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5. SONUCLAR

Bu calismada oncelikle kayan noktali aritmetik islemlerin yuvarlama hatalar1 ince-
lenmistir ve yoriinge integrasyonu hesaplamalarinda biriken yuvarlama hatalarinin ¢ift
hassasiyet teknigi ile nasil azaltilabilecegi aciklanmistir. Hareket denkleminin ¢oziimii
icin kullanilan dordiincii dereceden Runge-Kutta niimerik integrasyon semasinin tama-
mina ¢ift hassasiyetli aritmetik iglemler uygulanarak yoriinge integrasyonunda aritmetik
islemler sebebiyle kaybedilen hassasiyetlerin geri kazanabilecegi ve boylelikle yuvarlama
hatalariin azaltilabilecegi gosterilmistir.

Jiipiter’in 5 Haziran 2018 tarihinden itibaren 6283 giin boyunca Giines merkezli yo-
riingesini elde etmek icin test integratorii olarak kullanilan double hassasiyetli RK4 integ-
rasyon semasinin tamamina ¢ift hassasiyetli aritmetik islemler uygulanmigtir. Boylelikle
hareket denklemi iki asamada integre edilmistir. Iki cisim probleminin analitik ¢oziimii
(hareket sabitleri) c¢ift hassasiyetli ve double hassasiyetli yoriinge hesaplamalarinin so-
nuclarini karsilagtirmak i¢in kullanilmustir. Cift hassasiyetli aritmetik islemler sonucunda
105-bit hassasiyetli sonuclar tiretilmektedir (~ 31 basamak). Kisisel bilgisayarda integ-
rasyon sonuglarinin karsilagtirilabilecegi en yiiksek hassasiyet 80-bit long double oldugu
icin analitik ¢oziim ile karsilastirma testleri long double hassasiyet ile yapilmasgtir.

Cift hassasiyetli aritmetik ile gerceklestirilen yoriinge integrasyonunda double hassa-
siyetli test integrasyonuna gore Jiipiter’in yoriingesi boyunca yar1 biiyiik eksen uzunlugu,
eksentrisite, acisal momentum ve mekanik enerji degerlerinde 3.01 kat CPU zamani ma-
liyetine karsin her bir hareket sabiti i¢in ortalama 8 basamak kazang elde edilmistir. Cift
hassasiyetli integrasyon sonucunda Jiipiter’in hareket sabitleri yoriinge boyunca yaklagik
20 basamak korunarak oldukca kararl bir yoriinge elde edilmistir.

Sonug olarak, cift hassasiyetli aritmetik iglemler ile manipiile edilen RK4 integrasyon
semasi ile 53-bit double hassasiyetli degiskenler kullanilarak 105-bit hassasiyetli niimerik
integrasyon gergeklestirilmis. Uygulanan teknik ile iki cisim hereket sabitlerinin yerel in-
tegrasyon hatalar1 yaklasik 10® kat azaltilmistir. Bu calismada algoritmik olarak oldukga
basit ve diisiik dereceli bir niimerik yontem kullanilmasina ragmen uygulanan teknik ve
kullanilan yazilim dili farki ile literatiirde benzer kisa donemli iki cisim yOriinge integras-

yonunda simplektik bir algoritmaya gore avantaj saglanmistir (Fukushima 2001).

44



KAYNAKLAR B. YESILIRMAK

6. KAYNAKLAR

Anzalone E. and Chai P. 2015. Numerical Integration Techniques in Orbital Mechanics
Applications Retrieved from
https://www.researchgate.net/publication/281108779 [Son erisim tarihi:
25.05.2021].

Antonana, M. and Makazaga, J. and Murua, A. 2017. Reducing and monitoring round-
off error propagation for symplectic implicit Runge-Kutta schemes from

https://arxiv.org/abs/1702.03354 [Son erigim tarihi: 10.02.2017].

Bate, R.R. and Mueller, D.D. and White, J.E. 1971. Fundamentals of Astrodynamics.
Dover Publications, New York, 449 p.

Battin, R.H. 1999. An Introduction to the Mathematics and Methods of Astrodynamics.

American Institute of Aeronautics and Astronautics, Virginia, 785 p.

Beebe, N.H.F. 2017. The Mathematical-Function Computation Handbook. Springer Na-
ture, Salt Lake, 990 p.

Boldo, S. 2014. Deductive Formal Verification: How To Make Your Floating-Point Prog-

rams Behave. Phd Thesis, Paris University, Paris, 80 p.

Boulet D.L. 1991. Methods of Orbit Determination for the Micro Computer. Willmann
Bell, Virginia, 559 p.

Brouwer, D. 1937. On the Accumulation of Errors in Numerical Integration. The Astro-

nomical Journal, 46(16): 149-153.

Chapra, S. C. and Canale, R. P. 2010. Numerical Methods for Engineers. McGraw-Hill,
New York, 955 p.

Dekker, T.J. 1971. A Floating-Point Technique for Extending the Available Precision.
Numerische Mathematik, 18: 224-242.

Fiorelli, S. and Vilmart G. 2017. Computing the Long-Term Evolution of the Solar Sys-
tem with Geometric Numerical Integrators. Snapshots of modern mathematics

from Oberwolfach, 9(9):1-16.

45



KAYNAKLAR B. YESILIRMAK

Forsythe, G.E. and Malcolm, M.A. and Moler, C.B. 1977. Computer Methods for Mat-

hematical Computations. Prentice-Hall, New Jersey, 255 p.

Fukushima, T. 1996. Reduction of Round-off Errors in the Extrapolation Methods and

its Application to the Integration of Orbital Motion. The Astronomical Journal,

121(3): 1298-1301.

Fukushima, T. 2001. Reduction of Round-off Errors in Symplectic Integrators. The Ast-
ronomical Journal, 121(3): 1768-1775.

Graillat, S. and Lefevre, V. and Muller, J. M. 2020. Alternative Split Functions and
Dekker’s Product. Retrieved from

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02470782 [Son erigim tarihi: 14.05.2020]

Goldberg, D. 1991. What Every Computer Scientist Should Know about Floating-Point
Arithmetic. ACM Comput. Surv., 23(1): 5-48.

Hida, Y. and Li, X.S. and Bailey, D.H. 2001. 15th IEEE Symposium on Computer Arith-
metic , pp. 155-162, 11-13 June, IEEE, Vail.

Higham, N.J. 2002. Accuracy and Stability of Numerical Algorithms. SIAM, Manches-
ter, 667 p.

Jeannerod, C.P. and Muller, J.M. and Zimmermann, P. 2018. ARITH 2018 - 25th IEEE

Symposium on Computer Arithmetic, pp. 53—60, 25 June, IEEE, Lyon.

Kornerup, P. and Lefevre, V. and Louvet, N. and Muller, J.M. 2009. On the Computation

of Correctly-Rounded Sums. Retrieved from

https://hal.inria.fr/inria-00367584v2 [Son erisim tarihi: 4 Subat 2022]

Milani, A. and Nobili, A.M. 1988. Integration Error Over Very Long Time Spans. Ce-
lestial Mechanics, 43(1-4): 1-34.

Mpgller, O. 1965. Quasi double-precision in floating point addition. BIT Numerical Mat-
hematics, 5: 37-50.

46



KAYNAKLAR B. YESILIRMAK

Muller, J. M. and Brisebarre N. and Dinechin D.F. and Jeannerod C.P. and Lefévre, V.
and Melquiond, G. and Revol, N. and Stehle, D. and Torres, S. 2010. Handbook
of Floating-Point Arithmetic. Birkduser, New York, 514 p.

Ogita, T. and Rump, S. M. and Oishi, S. 2005. Accurate Sum and Dot Product. SIAM
Journal on Scientific Computing, 26(6): 1955-1988.

O’Regan, G. 2016. Guide to Discrete Mathematics. Springer Nature, Mallow, 365 p.

Overton, M.L. 2001. Numerical Computing with IEEE Floating point Arithmetic. SIAM,
New York, 101 p.

Panhaleux, A. 2012. Contributions to floating-point arithmetic: Coding and correct ro-
unding of algebraic functions, Phd thesis, Ecole Normale Supérieure de Lyon,

Lyon, 105 p.

Press, W.H. and Teukolsky, S.A. and Vetterling, W.T. and Flannery, B.P. 2002. Numerical
Recipes in C - The Art of Scientific Computing. Cambridge University Press,
New York, 965 p.

Prussing, J.E. and Conway, B.E. - 1993. Orbital Mechanics. Oxford University Press,
New York, 191 p.

Quinlan, G.D. 1994. Roundoff Error in Long-Term Orbital Integrations Using Multistep
Methods. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 58(4): 339-351.

Quinn, T. and Tremaine, S. 1989. Roundoff Error in Long-Term Planetery Orbit Integ-
rations. The Astronomical Journal, 99(3): 1016-1023.

Rein, H. and Spiegel, S. 2015. TAS15: A fast, adaptive, high-order integrator for gravi-
tational dynamics, accurate to machine precision over a billion orbits. Monthly

Notices of the Royal Astronomical Society, 446(2): 1424—1437.

Rein, H. and Brown, G. and Tamayo, D. 2019. On the accuracy of symplectic integrators
for secularly evolving planetary systems. Monthly Notices of the Royal Astrono-

mical Society, 490(4): 5122-5133.

47



KAYNAKLAR B. YESILIRMAK

Riedy, J. and Demmel, J. 2018. Augmented Arithmetic Operations Proposed for IEEE-
754 2018 Retrieved from
https://ieeexplore.ieee.org/document/8464813 [Son erisim tarihi: 10.02.2017].

Scherer, P.O.J. 2017. Computational Physics Simulation of Classical and Quantum Sys-

tems. Springer, Garching, 627 p.
Sterbenz, P.H. 1974. Floating point Computation. Prentice-Hall, New York, 311 p.

Vallado, D.A. 2013. Fundamentals of Astrodynamics and Applications. Microcosm

Press, Hawthorne, 1056 p.

Varadi, F. and Runnegar, B. and Ghil, M. 2003. Successive Refinements in Long-Term
Integrations of Planetary Orbits. Celestial Mechanics, methods: N-body simula-

tions, Solar System: General, 592(1): 620-630.
Veris, A.L. 2018. Practical Astrodynamics. Springer Nature, Rome, 1308 p.

Voesenek, C. J. 2008. Implementing a Fourth Order Runge-Kutta Method for Orbit Si-
mulation Retrieved from
http://spiff.rit.edu/richmond/nbody/OrbitRungeKutta4.pdf [Son erisim tarihi:
19.03.2022].

Wilkinson, J.H. 1960. Error Analysis of Floating-Point Computation. Numerische Mat-
hematik, 2: 319-340.

48



OZGECMIS
BURCAK YESILIRMAK

OGRENIM BILGILERI

Yiiksek Lisans: Akdeniz Universitesi, Antalya
2019-2022 Fen Bilimleri Enstitiisii, Uzay Bilimleri ve Teknolojileri Anabilim Dal1

Lisans: Akdeniz Universitesi, Antalya
2016 - Fen Fakiiltesi, Uzay Bilimleri ve Teknolojileri Boliimii
Lisans: Cukurova Universitesi, Adana

2010-2016 Fen Fakiiltesi, Matematik Bolimii




