T.C.
AKDENIiZ UNIVERSITESI

STIRLING KATSAYILI POLINOM AILELERI

Yeliz YILDIZ

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

SUBAT 2022
ANTALYA



T.C.
AKDENIiZ UNIVERSITESI

STIRLING KATSAYILI POLINOM AILELERI

Yeliz YILDIZ

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

SUBAT 2022
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

STIRLING KATSAYILI POLINOM AILELERI

Yeliz YILDIZ

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

Bu tez 07/02/2022 tarihinde jiiri tarafindan Oybirligi/Oycoklugu ile kabul edilmistir.

Dog. Dr. Levent KARGIN (Danigman)
Dog¢. Dr. Miimiin CAN
Doc. Dr. Hakan SIMSEK
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STIRLING KATSAYILI POLINOM AILELERI
Yeliz YILDIZ

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Dog. Dr. Levent KARGIN
Subat 2022; 51 sayfa

Bu tez calismasinda Stirling katsayil1 yeni bir polinom ailesi tanimlanmistir. Bu
polinom ailesinin, sayilar teorisinde 6nemli bir yere sahip Bernoulli ve Euler sayilari ile
bu sayilarin bazi genellemelerine, bununla birlikte geometrik polinomlara ve yiiksek mer-
tebeden geometrik polinomlara indirgendigi tespit edilmistir. Bu yeni polinom ailesinin
ozelliklerini elde etmek i¢in bu polinom ailesinin tirete¢ fonksiyonu, hipergeometrik fonk-
siyonlar tiiriinden hesaplanmistir. Hipergeometrik fonksiyonlarin sagladigi bazi 6zellik-
ler kullamilarak bu polinom ailesinin dzellikleri incelenmistir. Ozel durumlarda yukarida

bahsi gecen say1 ve polinom aileleri icin yeni ve bilinen bagintilara ulagilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: II. tip Stirling sayilari, II. tip r-Stirling sayilar1, Hiperge-
ometrik fonksiyonlar, Bernoulli sayilari, Euler sayilari, p-Bernoulli sayilari, Euler zigzag

sayilari, Apostol-Bernoulli sayilari, Apostol-Euler sayilari, Geometrik polinomlar.
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In this thesis, a new family of polynomial with Stirling coefficients is defined. It
is determined that family of polynomials is reduced to Bernoulli and Euler numbers and
some generalizations of these numbers, which have an important place in number theory,
along with geometric polynomials and higher order geometric polynomials. To obtain
the properties of this new polynomial, its generating function is calculated in terms of
hypergeometric functions. The properties of polynomial family are investigated by using
some properties provided by the hypergeometric functions. In particular cases, new and

known relations for the aformentioned number and polynomial families are reached.
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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Girig, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve
Tartisma, Sonuglar olmak iizere bes ana boliimden olugsmaktadir.

Girig boliimiinde II. tip Stirling sayilarinin ve II. tip Stirling sayilan tiirlinden
yazilan bircok polinom ve say1 ailelerinin genel bir tarihgesi verilmistir. Bu polinom ve
say1 ailelerinin bu tez ¢alismasi ve literatiirdeki yeri ve 6éneminden bahsedilmistir. Bu tez
calismasinin amaci, kapsam ve yontemi hakkinda kisaca bilgi verilmistir.

Kaynak Taramasi boliimiinde caligmayi 1yi 6ziimsemek ve baglantilari iyi iligki-
lendirmek icin temel kavramlar ve gosterimlere yer verilmistir. Bu kapsamda I. ve II. tip
Stirling sayilar1 tanitilmis ve bu sayilarin sagladig1 bazi 6zellikleri verilmistir. Bununla
birlikte bu sayilarin bir genellemesi olan I. tip r-Stirling ve II. tip r-Stirling sayilar tani-
tilmig ve bilinen bazi temel 6zellikleri verilmistir. II. tip Stirling sayilar ile yakin iligkili
olan Bernoulli sayilar1 ve bu sayilarin p-Bernoulli ve Apostol-Bernoulli sayilar1 gibi bazi
genellemeleri tanitilmigtir. Ayrica Euler sayilari, bu sayilarin bazi genellemeleri ve Euler
zigzag sayilari, baz1 6zellikleri ile birlikte verilmistir. Son yillarda tizerinde kapsamli ¢a-
lismalar yapilan geometrik polinomlar ve yiiksek mertebeden geometrik polinomlar ta-
nimlanarak bu polinomlarin bazi temel 6zellikleri 6zetlenmistir.

Materyal ve Metot boliimii hipergeometrik fonksiyonlara ayrilmigtir. Bu fonksi-
yonlarin sagladigi doniisiim formiilleri, tiirev bagintilar1 ve integral temsili gibi 6zellikleri
verilmisgtir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde Giris ve Kaynak Taramasi boliimlerinde ay-
rintil1 olarak ele alinan say1 ve polinom ailelerini genelleyen yeni bir polinom ailesi ta-
mimlanmistir. Hipergeometrik fonksiyonlarin 6zellikleri kullanilarak bu polinomlarin bazi
ozellikleri incelenmistir. Ozel durumlarda bilinen polinom ve say1 aileleri icin yeni ve bi-
linen bagntilar elde edilmistir Tezin diger boliimleri Sonuglar ve Kaynaklar boliimleri
olup, bu tez calismas1 Ozgegmis ile bitmektedir.

Bu caligsmanin bu alana katki saglayacag: ve diger akademik ¢aligmalar icin fikir
ve ilham verecegi inancindayim.

Bu tez ¢alismasi boyunca bilgi ve tecriibelerini eksik etmeyen ve calismaya her
kosulda zaman ayiran sayin danismanim Dog. Dr. Levent Kargin’a tesekkiirlerimi suna-

rim. Yiiksek lisans egitimimde emegi gecen tiim boliim hocalarima, her zaman varliklari
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ile yanimda olduklarini hissettiren ve beni destekleyen aileme ve kiymetli dostlarima ay-

rica tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

1700’1t yillarin matematikg¢ilerinden biri olan James Stirling’den ismini alan II. tip
Stirling sayilar, ilk olarak 1730 yilinda Stirling tarafindan Methodus Differantialis adli
calismasinda tanitilmistir. Masanobu Saka, bu sayilara 6zel bir merak duydugu icin 1782
yilinda Sanpo-Gakkai adli eserinde bu sayilar1 kombinatorik olarak caligmistir (Knuth
2005). II. tip Stirling sayilari, kombinatorik olarak n ve k herhangi bir dogal say1 olmak
tizere n elemanl bir kiimenin k£ elemanli bostan farkli ve ikili ayrik altkiimeye pargala-
nig sayisini Verir. {Z} ile gosterilir. Daha derin bir tarihsel incelemesi yapildiginda II. tip
Stirling sayilarinin ilk kez kiime parcalaniglari ile Japon halki tarafindan 1500’1ii yillarda
0zel ismi Genji-ko olan tiitsii oyunlarinin ¢éziimlerinde kullanildig1 gériilebilinir (Knuth
2005). 11k kez Stirling ile 1730’lii yillarda baslayan bu seriiven, yapilan koklii ve bir-
birinden degerli caligmalarla gelistirilmistir (Jordan 1950; Nielsen 1965; Riordan 1968;
Comtet 1974; Knuth 1992; Graham vd. 1994). Yapilan giincel ¢alismalar ile II. tip Stir-
ling sayilari ilgisini devam ettirmistir. Bu konuda degerli eserler verilmistir (Bona 2005;
Brualdi 2009; Mazur 2009; Stanley 2011; Boyadzhiev 2012; Quaintance ve Gould 2016;
Mansour ve Schork 2016). Stirling sayilar1 ve notasyonlar1 hakkinda koklii ve 6gretici bir
calisma da Knuth 1992°dir.

Kombinatorik anlamiyla onemli bir deger kazanan ve genis bir arastirma alam su-
nan II. tip Stirling sayilari, ilerleyen zamanlarda sayilar teorisi, uygulamali matematik ve
lineer cebir gibi matematigin farkli alanlarinda karsimiza ¢ikmaktadir. Ozellikle sayilar
teorisinde bir¢cok dnemli say1 ve polinom ailelerinin hesaplama formiillerinde kolayliklar
saglamaktadir. Ornegin Bernoulli ve Euler sayilari sirastyla

_ n| k! a n) k!
B, = g—l)k{k}k—ﬂ, B, = ;<—1>k{k}2—k
acik gosterimlerine sahiptir (Comtet 1974; Luo 2006a). Bundan bagka n elemanl bir
kiimenin tiim parcalaniglarinin sayisini1 veren ve ®,, ile gosterilen Bell (iistel) sayilar
asagidaki gibi II. tip Stirling sayilar tiirlinden ifade edilir:
n
D, ; { k}

(Comtet 1974; Boyadzhiev 2005; Pippenger 2010; Quaintance ve Gould 2016). Ayrica,
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Wilf’in varsayiminin bir parcasi olan olan tamamlayici Bell Sayilar, II. tip Stirling say1-

lar1 tiiriinden yazilmaktadir:

dn = B, = k;(—nk{;‘}.

(Tewodros vd. 2013). Bu sayilar ayn1 zamanda Rao Uppuluri Carpenter sayilari olarak
da bilinir (Quaintance ve Gould 2016). A,, ile sembolize edilen Euler zigzag sayisi, n

elemanli bir kiimenin alternatif permiitasyonlarinin sayisidir ve

(=1)"T (1+27), ntek
(—1)2, n gift

A, = __Mi(_l)k{Z} (%)k

n, k+1

Ay =

olmak tizere

olarak ifade edilirler (Jha 2019). Kombinatorik anlam1 olan bir bagka say1 ailesi ise ge-
ometrik sayilardir ve II. tip Stirling sayilari tiirtinden
" (n
n = k!
=04}
k=0
seklinde hesaplanabilmektedir (Tanny 1975; Boyadzhiev 2005). Geometrik sayilarin po-

linom genellemesi olan ve

wn(2) = i{Z}W

k=0

olarak tanimlanan geometrik polinomlar {izerine ¢alismalar1 Euler zamanina dayanmakta-

dir (Schwatt 1924). Geometrik polinomlar geometrik serilerle asagidaki iligkiye sahiptir:

d\" 1 = 1 x
<xdx) 11—z % v -z <l—x)

(Boyadzhiev 2005). Yukaridaki serinin bir genel hali ise agsagidaki gibi hesaplanmaktadir:

(k4T 1 x
k" k _ (r+1) )
Z( k ) ’ (1—x)7’+1w" l—z

k=0

(Boyadzhiev ve Dil 2016). Burada, wi Y (x) yiiksek mertebeden geometrik polinomlar-

= 3o (5

dir ve
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olarak tanimlanir (Boyadzhiev 2005).

Bu tez calismasinda, sayilar teorisi ve kombinatorikte cok 6nemli yere sahip olan ve
yukarida kisaca bahsedilen sayilar ve polinomlar daha genel bir bakis a¢isiyla ele alinmak
istenmistir. Bu amag¢ dogrultusunda

}%““&6”9::53{2}<?2$ﬁ$k

k=0

seklinde bir II. tip Stirling katsayili polinom tanimlanmistir. Burada

() =z@+1)(z+2)... (x+k—1)
artan faktoriyel fonksiyonudur. Yukaridaki formiilde 6zel parametre secimleriyle bahsi
gecen sayilara ve polinomlara kolaylikla ulasilmistir. II. tip Stirling katsayili bu polinom
ailesinin ozelliklerini daha iyi analiz edebilmek icin ilk olarak hipergeometrik fonksiyon-
lar tiiriinden bir tirete¢ fonksiyonu elde edilmistir. Hipergeometrik fonksiyonlarin temel
ozellikleri kullanilarak Y, (a, b; ¢; ) polinomu i¢in yiiksek mertebeden tiirevler i¢in kapali
bir formiil, rekiirans bagintilari, acik gosterimler ve integral temsili gibi bir¢ok formiile
ulagilmistir. Elde edilen bu formiillerde 6zel parametre secimleri yapilarak bahsi gecen
0zel sayilar ve polinomlar i¢in daha onceden bilinen bir¢cok bagintiya ulasildig1 gibi bu

sayilar ve polinomlar i¢in bir¢cok yeni formiillere de ulagilmisgtir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Temel Kavramlar ve Gosterimler

Bu boliimde, bu tez calismasinda kullanilan bazi tanimlar, temel bagintilar ve formiiller
verilecektir. Temel kavram ve gosterimler icin Rainville 1960, Comtet 1974, Graham vd.
1994, Wilf 1994, Quaintance ve Gould 2016 kaynaklarindan yararlanilmistir. Daha agik
ve kapsamli bilgilere ulasmak i¢in tezin kaynakca boliimiindeki ilgili kaynaklar incelene-
bilinir.

Tamm 2.1. (Comtet 1974; Graham vd. 1994) z € C ve k € Ny olsun. (z)° = (2)> =1

olmak iizere

() =224+ 1)(24+2)...(z+k—1)
()E=2(2-1)(2-2)...(z =k +1)

esitlikleri sirast ile artan faktoriyel (Pochhammer sembolii) ve azalan faktoriyel olarak

adlandirilir.

Artan ve azalan faktoriyelin bazi 6zellikleri asagidaki gibidir:

1) (7) binom katsayilarini temsil etmek iizere
AN
k) k!

2) (%) merkezi binom katsayilarini temsil etmek iizere

k
N 2k K
(5) :<k>27k —

dir (Comtet 1974; Graham vd. 1994; Quaintance ve Gould 2016).

seklinde bir iligki vardir.

Tamim 2.2. (Rainville 1960) R(z) > 0 i¢cin I'(2) ile gdosterilen Gamma fonksiyonu,

o0

['(z) = /e_ttz_ldt (2.2)

0

ile tamimlanur.
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(2.2)’den I'(1) = 1 olmak iizere a € N iken
I'(a+1) =al

oldugu aciktir.(Rainville 1960). Artan faktoriyel ile Gamma fonksiyonu arasinda a €

R\Z~ U {0} iken
z Tla+k)
(@) = " T(a)

seklinde bir iligki vardir (Rainville 1960).

(2.3)

Tamim 2.3. (Rainville 1960) R(x) > 0, R(y) > 0 olmak iizere B(x,y) ile gosterilen Beta

fonksiyonu
1

Blz,y) = /t“(1 — )Y tdt (2.4)
0
integrali ile tamimlanir.

Beta fonksiyonunun 6zellikleri agsagidaki gibidir:
1) Beta ve Gamma fonksiyonu, ®(x) > 0, R(y) > 0 iken

L)l (y)

Iz +y) (2)

Blz,y) =

seklinde hesaplanir.

2) y € Ny icin Beta fonksiyonunun artan faktoriyel ile

By +1) = —
y (I.)y'i‘

seklinde bir iligkisi vardir.

3) Beta fonksiyonu

B(x,y) = Bz + 1,y) + By, x + 1)

bagintisini saglar (Rainville 1960).

Tamim 2.4. (Wilf 1994; Graham vd. 1994) Herhangi bir {a,} -, dizisinin iistel iirete¢

fonksiyonu olan f,

f=r@) :Zan;_n!

n=0

seklinde bir kuvvet serisi ile tammlamir. f, {a,} _, dizisini iiretir denir.

5



KAYNAK TARAMASI Y. YILDIZ

Teorem 2.5. (Wilf 1994; Graham vd. 1994) f, {a,}.—, dizisini ve g, {b,} -, dizisini

f9, {Z (:) arbn_r} (2.6)

7" n=0

iiretsin. O halde

dizisini tiretir.

Ispat {a,}>° ve {bs}2 , herhangi iki dizi olsun. f, {a, }>* dizisini ve g, {bs}>° , dizisini

uretsin.

Syl
r=0s=0 "~
-y " (rs 2.7
B Z Z rls! @.7)
n=0 r4s=n
dir. f¢ carpimindaki ZL—H, katsayilari
tTL

seklinde temsil edilsin. Buna gore (2.7)’den

" a,bsn!
[ﬁ} (f9) = Z rls!

r4+s=n

elde edilir. Binom katsayilarinin asagidaki temel 6zdegligi

()=

Cp = Z <:J> a,pby_,

elde edilir. Ispat tamamlanir (Wilf 1994). U

kullanilarak

2.2. L Tip Stirling Sayilar ve Genellemeleri

I. tip Stirling sayilar1 ve genellemelerinin tanimlar1 ve elementer 6zellikleri icin Comtet
1974, Broder 1984, Wilf 1994, Graham vd. 1994, Quaintance ve Gould 2016 kaynakla-

rindan yararlanilmagtir.
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Tamm 2.6. (Comtet 1974; Graham vd. 1994; Quaintance ve Gould 2016) n € Ny ve

x € Ciken I tip Stirling sayilari, m ile temsil edilir ve

2w —1)...(x—n+1) :n!(z) :2”:(—1)”"“ mxk (2.8)

ile tamimlanmir.

Tammdan goriilecegi iizere ["] = 1'dir. n, k € Niken [7] = [2] —0di.1<n<k

iken ise [’,ﬂ = 0’dir (Comtet 1974). Bundan bagka (2.8) ve asagidaki binom 6zdesligi

(Mm(njl) :m(g)x_m(g)n

kullanilarak n € Ny, £ € N olmak iizere I. tip Stirling sayilari,

n+1 n n
= 2.
"L e
rekiirans bagintisini saglar (Graham vd. 1994; Quaintance ve Gould 2016).

Teorem 2.7. (Wilf 1994; Quaintance ve Gould 2016) k € Ny iken I. tip Stirling sayilarinin
lirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir:
= [n]t" In(1 —¢t))*
ot k| n! k!

Ispat o € C iken (2.8) kullanilarak
> a\t"
1—0)*=) (=1)"n! —
o= ()
B oo n . n tn .
-3y 1t [ Se

n=0k=0
elde edilir. Diger taraftan
> (In( 1 —1))
(1 o t)a _ ealn(l t) Z k
k=0
dir. Bu durumda o*’nin katsayilar1 karsilagtirilarak ispat tamamlanir (Quaintance ve Go-

uld 2016). U

Literatiirde I. tip Stirling sayilarinin bir¢ok genellestirmesi vardir. Simdi ileride ihtiyag

duyacagimiz I. tip r-Stirling sayilarinin tanimini verelim.

7
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Tamim 2.8. (Broder 1984) r € N ve k € Ny olsun. [Zj;:]T ile gosterilen 1. tip r-Stirling

X n+r] " 1 1\ 1 K
Z{w}ﬁ:ﬁ(l——ﬁ (“1 (m)) 10

n=~k

sayilari,

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Asagida 1. tip r-Stirling sayilarinin . tip Stirling sayilari ile iligkileri verilmistir:

n 7 e |7 +1 n+1
= V = .
k1, k k+1], k+1
(Broder 1984). Bundan bagka [Ziﬂ = 1, k > n iken [ZI:L = 0ve [”;”"]T = r™dir
(Broder 1984).

2.3. IL Tip Stirling Sayilar1 ve Genellemeleri

Bu alt boliimde II. tip Stirling sayilarinin tanimi ve elementer 6zellikleri icin Comtet
1974, Wilf 1994, Graham vd. 1994, Bona 2005, Mazur 2009, Stanley 2011, Quaintance ve
Gould 2016’dan yararlanilmigtir. Bu ¢alismanin 6nemli bir pargasi olan II. tip 7-Stirling
sayilarinin tanimi ve elementer 6zellikleri i¢in ise Broder 1984’ ten yararlanilmustir.

Gould 2016’ya gore II. tip Stirling sayisini tanitmak, ona kombinatorik bir anlam yiik-
lemek ve bu anlami gelistirmek icin asagida verilen kiime parcalaniglart tanimina ihtiyag

vardir.

Tanmmm 2.9. (Comtet 1974, Quaintance ve Gould 2016) En az bir elemanli S kiimesinin
en az 1 elemanli ve kesigimleri bos kiime olan alt kiimelerden olusan par¢alanma sayisina

S’nin kiime parcalanist denir.

Tamim 2.10. (Wilf 1994; Quaintance ve Gould 2016) n, k € N olmak iizere n elemanli
bir kiimenin k alt kiimelerden olusan kiime parcalamislarina II. tip Stirling sayist denir.

Bu sayt ailesi, {Z} ile sembolize edilir.

Ornegin; S = {a, b, c} olsun. Ug elemanl S kiimesinin, ii¢ altkiimeye {{a}, {b}, {c}}
olmak iizere bir tane parcalanist miimkiindiir. Ciinkii yukaridaki tanimda bahsedildigi
iizere {a} N {b} = {b} N{c} ={a} N{c} =0ve S = {a} U{b}U{c} seklindeki kiime
parcalanig1 kosullarini saglar. O halde {g} = 1’dir. S kiimesinin, iki alt kiimeden olusan

toplamda ii¢ tane pargalamig1 vardir: {{a}, {b, c}}, {{b},{qa, c}}, {{c}, {a, b} }. Ger¢ekten

8



KAYNAK TARAMASI Y. YILDIZ

de {a} N {b,c} = {b} N{a,c} = {c} N{a,b} = 0’dur ve {a} U {b,c} = {b} U{a,c} =
{c} U {a,b} = S°dir O halde {3} = 3tiir. Benzer sekilde S kiimesi, bir alt kiimeye
{{a,b,c}} seklinde 1 tane pargalanist miimkiindiir. Bu durumda {3} = 1 olur. Sonug
olarak ii¢ elemanl: bir kiimenin toplamda bes kiime pargalanist oldugu kolaylikla goriiliir.
(Quaintance ve Gould 2016).

IL. tip Stirling sayilarinin tanimindan goriilecegi iizere bu sayilar, negatif olmayan
degerler alir. {Z} = 1’dir. n, k € N iken{g} = {2} = (0dir. 1 < n < kiken {Z} =
0’dir (Comtet 1974). Bundan bagka II. tip Stirling sayilar1 asagidaki rekiirans bagintisi

yardimiyla hesaplanabilir.

Teorem 2.11. (Comtet 1974, Graham vd. 1994; Quaintance ve Gould 2016) n € N,
n+1] n Lk n 2.11)
k k-1 k '

Ispat 7 -+ 1 tane elemanin, & tane alt kiimeye ayrildigim varsayalim. Eger n + 1 elemani

k € Nigin

dir.

bir alt kiime olusturuyorsa geriye kalan n eleman, £ — 1 kiimeye { kfl} sekilde parcalanir.
n + 1 elemanin kendisi bir alt kiime olusturmuyorsa ve diger elemanlarla beraber bir
kiimede bulunuyorsa n eleman k kﬁmeye{Z} sekilde pargalanir. Ayrica bu elemani, n
tane kiimelerden birine yerlestirmenin toplamda k tane yolu vardir. O halde toplam k{:}

yol vardir. Ispat tamamlanir (Quaintance ve Gould 2016). U

II. tip Stirling sayilar1 asagidaki teoremde verilen ii¢c temel 6zelligi saglar.

Teorem 2.12. (Comtet 1974; Graham vd. 1994; Quaintance ve Gould 2016) n, k € Ny

iken .
o = Z(i) {Z}k' 2.12)
k=0
n\ _ (DA i (R
{k} = ;(—1) <Z)z : (2.13)
~(n)t" (et —1)F
;{k}ﬁ = (2.14)
dir.
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Ispat 1lk olarak (2.12)’in ispat1 ile baglayalim.

2" = Xn: <Z> C(n, k)k!

k=0
acthimindaki {C'(n, k)},_, , herhangi bir say1 dizisi olsun. C'(n, k) nin rekiirans bagin-
tistmin S(n, k) nin rekiirans bagimtisina esit oldugu gosterilirse C'(n, k) = {7} oldugu
kolaylikla anlagilir. Baglangi¢ kosullart geregi C'(0,0) = 1’dir. £ > nise C(n, k) = 0°dir.

Simdi
n+1

=3 (i) C(n+1,k)k!

k=0

bagintisinda x = (z — k) + k alinarak

pH = %(x —k+1) (k ’ 1) (k— D)IC(n, k —1) + Zn:k; (i)k!C(n, k)

k=1 k=0

(a:—k+1)(kf1>(k—1)!: (i)kv

gt = nz [C(n,k — 1) + kC(n, k)] k! (i)

k=0

elde edilir. Burada

bagintis1 kullanilirsa

oldugu goriiliir. k! (i) ‘nin katsayilar1 karsilastirilarak
Cn+1,k)=C(n,k—1)+EkC(n, k)

elde edilir. Bu tam anlamu ile {} } tarafindan saglanan bir rekiirans bagintisidir. C(0,0) =
1= {0} vek > nise C(n,k) = {7} = 0 baslangi¢ kosullar1 ile n, k € Ny olmak iizere
C(n, k) = {Z} oldugu anlagilir. Ispat tamamlanir (Quaintance ve Gould 2016).

(2.13)’lin ispatina gecelim.

1)k E A
Fink) = & lj) > (=1 (’“)z (2.15)

(—1)* k Z(k) , 1 eger k=1
1.k)= —1 )=
S, ) k! Z( ) 0 eger k#1
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F1k) = {,1}

dir. £(0,0) =1 = {7} oldugu agikuir. (2.15) bagntist ve

0 -C0-0)

o =i 2men{()- (1))
G ner (- s ()

=kf(n,k)+ f(n,k—1)

yazilabilir. O halde

elde edilir. Sonug olarak f(0,0) = 1 ve f(1,k) = 1 olmak iizere, elde edilen rekiirans

bagintisi, II. tip Stirling sayisinin rekiirans bagintisidir.

fn.k) = {Z}

olur. 1spat tamamlanir (Quaintance ve Gould 2016).

Simdi (2.14)’iin ispatin1 verelim. (e! — 1)*’nin binom agilim1 kullamlarak

(¢" =" = Xk:(—l)’f—f (k) et

=0 J

elde edilir

oldugu kullanilarak

(¢~ 1) = Z( 1)-s (’j)i“ﬁf? -
_ gﬁlé(_l)k] (’;) o

elde edilir. Yukaridaki bagintida (2.13) kullanilarak II. tip Stirling sayilarinin tirete¢ fonk-
siyonu elde edilir (Quaintance ve Gould 2016). ]
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(2.12) ve (2.13) bagmtilarinin ispatlar i¢in bu tez ¢calismasinda (2.11) bagintisindan
yararlanilmistir. (2.12) ve (2.13) bagintilarin1 incelemek i¢in kaynakca boliimiinden Ma-
zur 2009 ve Stanley 2011 kaynaklarina bakilabilinir. (2.14)’{in farkl bir ispati icin Bo-
yadzhiev 2012 kaynag1 incelenebilinir.

Simdi II. tip Stirling sayilarinin bir genellemesini verelim.

Tanmim 2.13. (Broder 1984) r € N olmak iizere {Zi:}r ile gosterilen II. tip r-Stirling

(n+r) t7 (e —1)kert
Z{mr}ﬁ R (2-16)

n=~k

sayilart k € Ny iken

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.
II. tip r-Stirling sayilari, » = 0 ve » = 1 durumunda II. tip Stirling sayilarina indirge-
n n n+1 n—+1
= ve = .
k), k kE+1), kE+1
(Broder 1984). Bundan baska
n+r n—14+r n—1+r
=k +
E+r), kE+r ), k—1+r]),

figlii rekiirans bagintisint saglar (Broder 1984). Ayrica {777} =1,k > niken {{ 1/} =
0ve {"I"} =r™dir (Broder 1984).

nir:

2.4. Bernoulli Sayilar1 ve Genellemeleri

Bu alt boliimde Bernoulli sayilari, Apostol-Bernoulli sayilar1 ve p-Bernoulli sayi-
larinin tanimlar1 ve bagitilar1 verilmistir. Apostol 1951, Abramowitz ve Stegun 1972,
Comtet 1974, Graham vd. 1994, Luo ve Srivastava 2005, Boyadzhiev 2007, Olver vd.
2010, Srivastava ve Choi 2012, Rahmani 2015, Quaintance ve Gould 2016 kaynaklarin-
dan yararlanilmigtir.

Jacques Bernoulli, sayilarin kuvvetler toplami iizerine yapmig oldugu iinlii ¢aligsma-
lartyla bilinen on yedinci yiizy1l matematikgilerinden biridir. Verdigi ilham ve fikirler ile
zihinlerde yer edinmeyi bagsarmistir. Yaptig1 calismalar onu Bernoulli sayilari adi verilen

rasyonel say1 dizilerini kesfetmeye siiriiklemistir (Quaintance ve Gould 2016).

12
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Tanmm 2.14. (Comtet 1974; Quaintance ve Gould 2016) |t| < 27 olmak iizere B, ile

sembolize edilen n. Bernoulli sayisi

o

t" t
Sl -

nl et —1
n=0

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Bernoulli sayilarinin birka¢ degeri asagidaki gibi hesaplanir:

—1 1 —1 1
Bo=1,B,=—, By=~=,B,= —, Bsg = —,
0 LT g P27 P 307 70 T 49

Bernoulli sayilar1 agagidaki ozellikleri ve bagintilar1 saglar:
I)n > 1igin
B2n+1 =0

dir. Ispat1 icin Graham vd. 1994 kaynagina bakilabilinir.

2) n € N iken ¢ift indisli Bernoulli sayilari i¢in
(—1)n+132n >0

oldugu kolaylikla goriiliir.
3) By = 1 ve n € N\{1} i¢in Bernoulli sayilari,
" /n
B,=B
> (3)m=n.
k=0
rekiirans bagintisini saglar.

4) n € N iken Bernoulli sayilari,

acik gOsterimine sahiptir.

5) Bernoulli sayilart icin n € N iken

> BB, =(1-n)B, — nB,_
k=0

(2.17)

8= 730

bagintis1 saglanir. (Abramowitz ve Stegun 1972; Graham vd. 1994; Olver vd. 2010; Qua-

intance ve Gould 2016).

Simdi Bernoulli sayilarinin II. tip Stirling sayilar tiiriinden bir acik formiiliinii vere-

lim:

13
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Teorem 2.15. (Comtet 1974, Quaintance ve Gould 2016) n negatif olmayan herhangi bir

tamsayt olmak iizere

B u AL k!
B, =) (-1) {k}—kH (2.18)

k=0
dir.

Ispat (2.17)’dat = In e’ olarak diisiiniilsiin. O halde ¢ = In{1 4 (¢! — 1)} diizenlemesi
yapilarak

n! et — 1

iBnt" _ {1+ (' -1}

@13) = (—1)*k! i nlt"
B k+1 kJ n!
k=0 n=~k

oldugu kolaylikla anlagilir. ispat tamamlanir. (Comtet 1974; Quaintance ve Gould 2016).
O

Bu teoremin alternatif kanitlar1 icin Qi ve Guo 2014 kaynag1 incelenebilinir.
Bernoulli sayilarinin bazi genellemelerini tanitalim. Ik genelleme Apostol 1951 tara-

findan verilen Apostol-Bernoulli sayilaridir.

Tanim 2.16. (Apostol 1951; Srivastava ve Choi 2012) (3,,()\) ile gosterilen n. Apostol-
Bernoulli sayisi, A = 1 iken |t| < 2w ve X\ # 1iken |t| < |log \| iken

S tn t
n A)— =
Zﬁ ( )n! Aet — 1
n=0
lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Apostol-Bernoulli sayilariin ilk birka¢ degeri asagidaki gibi listelenebilir:

2\ 3AAN+1)
Bo(A) =0, 51(A) = . Fo(A) = oo Bs(A) = o1
AN AN+ ) CBAN 1IN + 1IN+ 1)
ﬂ4()\)__ ()\_1)4 a/BS()\) — ()\_1)5

14
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Herhangi negatif olmayan n tamsayisi i¢cin Apostol-Bernoulli sayilart A € C\{1} iken

n—1 n— . k
Bn(A) :”Z{ " 1}% N#£1 (2.19)
k=0

seklinde II. tip Stirling sayilar tiirlinden hesaplanir (Apostol 1951; Boyadzhiev 2007).
(2.19) bagitisinin kanit1 igin Apostol 1951 kaynagi incelenebilinir.
Bernoulli sayilarinin bir diger genellemesi ﬁ,(f)()\) ile gosterilen yiiksek mertebeden

Apostol-Bernoulli sayilaridir (Luo ve Srivastava 2005).

Tanmm 2.17. (Luo ve Srivastava 2005; Srivastava ve Choi 2012) X € C ve r herhangi
bir pozitif tamsayt olmak iizere yiiksek mertebeden Apostol-Bernoulli sayilart A\ = 1 iken

|t| < 27 ve X\ # 1iken |t| < |log A| olmak iizere

- t" t "
D BN = ( v 1) (2.20)
n=0

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Yiiksek mertebeden Apostol-Bernoulli sayilari II. tip Stirling sayilar tiiriinden n, r

€ No ve A € C\{1} iken

k=0
seklinde hesaplanir (Srivastava ve Choi 2012). Bunlardan bagka asagidaki 6zellikleri ve
bagintilar1 saglar:

1) B(A\) = 1 iken n > 0 igin 8”(\) = 0°dir. 7 = 1 igin

BEN) = Ba(N)

olur.

2) n € Ny iken

dir.

3)n € Nver, A € C olmak iizere
n T
B = (1-2) 800 = n8 ()

15
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rekiirans bagintisin1 saglar (Luo ve Srivastava 2005; Srivastava ve Choi 2012).
Asagidaki tanim1 vermeden once materyal metod boliimiinde ayrintili olarak bahse-

decegimiz hipergeometrik fonksiyonlarin tanimini verelim.

o0 ﬁ

o Fi(a,b;c;2) = Z o

=0

(Rainville 1960).

Tammm 2.18. (Rahmani 2015) p € No U {—1} icin B,,, ile gosterilen p-Bernoulli poli-

nomlari

oFi(1,1p+2; (1 =€) ZBM
iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

p-Bernoulli polinomlarinin ilk birkag¢ degeri asagidaki gibi listelenebilir:

Bop(r) =1,
By () - ]ﬁ,
2 2x D — 1
Byp(z) =2 _p+2_(p+2)(p+3)’
Bis(z) = 2° — 32 _ 3(p-Dz p(p—5)
3,p p+2 (P+2>(p+3) (p—|-2)(p+3)<p+4)7
Byyfe) = ot — 2 6plp—5)x  (p-1)(p*— 15p—4)

Cpt2 @3+ A+ + e +5)

p-Bernoulli polinomlarinin = 0 durumu p-Bernoulli sayilaridir. Yani B, ,(0) =
B, ,, olur (Rahmani 2015).

p-Bernoulli sayilar

n -1
B, = ;(—1)k(k+i+ 1) {Z}k' (2.22)

acik gosterimi ile hesaplanirlar (Rahmani 2015). Buradan p-Bernoulli sayilari p = 0 du-
rumunda Bernoulli sayilarina indirgenir (Rahmani 2015). Ayrica p = —1i¢in B, ;| =
(—1)™dir. (Rahmani 2015).

p-Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 asagidaki ozellikleri ve bagintilar1 saglar:

1) n > 1 ve p > 0 iken asagidaki rekiirans bagintisini saglar:

“(n+1
Z( i >Bk,p — —pB,, (2.23)

k=0

16
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2) p > O iken By, = 1 olmak iizere;

(p+1)?

T Bopet (2.24)

Bi1p =pBup —

dir.

3) p > 0 iken ile II. tip r-Stirling sayilar1 tiiriinden asagidaki gibi hesaplanir:

P+l w [(n+p) (k+p)!
B,,=""— -1 ESAELIE AN 2.25
P p! ’;( ) {k‘+p}pk’+p—l—1 (225
4)n,p > 01i¢in
n n B
B,,(z) = (k> By pa" "k (2.26)
k=0
\Y&
n—1
Bnp(l’—l—l ( )ka
k=0

dir (Rahmani 2015; Kargin 2018).
Bu 6zellikler ve daha fazlalar1 Rahmani 2015 ve Kargin 2018 kaynaklarindan buluna-
bilir.

2.5. Euler Polinomlar1 ve Genellemeleri

Bu alt boliimde Euler say1 aileleri ve bu say1 ailelerinin polinom genellemesi, yiik-
sek merteden Euler sayilari, Apostol-Euler sayilar1 ve yiiksek mertebeden Apostol-Euler

sayilar1 tamtilmis ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Tanimm 2.19. (Comtet 1974; Quaintance ve Gould 2016) E,,(x) ile sembolize edilen Euler

polinomlart

- t" 2e™
E.(r)= = , <
> Bnlo)y = oy <

+

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Euler polinomlarinin ilk birkag¢ degeri

E0($> = 1,

1
Ei(z)=x— Y
Ey(z) = 2* — ,
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dir.
Euler polinomlar1 n € Ny iken agagidaki 6zellikleri ve bagintilar1 saglar:

1) Euler polinomlari

E.(z+7y) = Y (Z) 2" B k(y)

rekiirans bagintisini saglar.

2) Ey, (%) = [, IL.tip Euler sayilar1 olmak iizere Euler polinomlari

-0

k=0

acik gOsterimine sahiptir.
3) Euler polinomlart
n+1k—1
E,(z) = %ZZ(—l)j <n Z 1> (z+5)"
k=1 j=0
seklinde hesaplanir.
4) n € Ny i¢in
E,(1—2xz)=(-1)"E,(z)

bagintisin1 saglar (Abramowitz ve Stegun 1972; Olver vd. 2010; Quaintance ve Gould
2016).

Tamm 2.20. (Comtet 1974; Quaintance ve Gould 2016) E,, ile sembolize edilen Euler

sayilart
=t 2
E,—=—— |t < 2.27
% n! e +1 o< (2.27)

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Euler sayilarinin ilk birkac degeri asagidaki gibidir:

—1

E0:17E1:7’E3: ’E5:_’E7:_'

SN,
[\
oo

Euler sayilar asagidaki ozellikleri saglar:

18
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1) E,(0) = E, oldugu agiktur.
2) Ey = 1 olmak iizere, n € N iken ¢ift indisli Euler sayilari i¢in Ey, = 0’dr.

3) Ey = 1 ve n € N iken Euler sayilari

E,=-Y. (Z) E, (2.28)

rekiirans bagintisini saglar.
4) n € N iken Euler sayilar1 ve Bernoulli sayilari

2 (1 _ 2n+1)

E, =
n-+1

Bn+1

ile hesaplanir.

5) Euler sayilari,

n

> (Z) EyBy = 2,11 — E,

k=0
seklindeki bir rekiirans bagintisin1 saglar (Abramowitz ve Stegun 1972; Olver vd. 2010;

Quaintance ve Gould 2016).

Teorem 2.21. (Luo 2006a; Quaintance ve Gould 2016) Euler sayilart II. tip Stirling sa-

yilar tiiriinden asagidaki gibi hesaplanir:
a e n) k!
E, =) (-1) e (2.29)
k=0

Ispat (2.27) geregi

2 _ (1 -
et+1 2
k[ n
2.14) k! t
S

seklinde yazilabilir. Ispat tamamlanir. Yukaridaki teoremin farkl1 bir kanit1 i¢in Luo 2006a

kaynagindan yararlanilabilinir. U

Tanim 2.22. (Srivastava ve Choi 2012) r € C olmak iizere EY) ile gosterilen yiiksek

mertebeden Euler sayilari

el = (25) e
et+1) "7

n=0

liretec fonksiyonu ile tamimlanir.
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Yiiksek mertebeden Euler sayilart asagidaki 6zellikleri saglar:
1) E” = 1 iken n € Nigin EYY) = 0’dur.
2) r = 1icin EY = E,dir.

3)r € C,n € Ny iken yiiksek mertebeden Euler sayilari ve Bernoulli sayilart arasinda

. ~ 2 (n (r—1) (r)
k=0

seklinde bir iligki vardir.
4) n negatif olmayan herhangi bir tamsay1 olmak {iizere yiiksek mertebeden Euler sa-

yilari

EY = Z(—l)k{:}(;—)!k (2.30)

k=0
seklinde bir acik gosterime sahiptir (Luo 2009; Srivastava ve Choi 2012).

Klasik Euler sayilar1 ve yiiksek mertebeden Euler sayilarinin Apostol anlaminda ge-

nellestirmeleri aktif olarak ¢alisilan sayi ailelerinden ikisidir.

Tanim 2.23. (Luo 2006b; Srivastava ve Choi 2012) Sirastyla E,,(\) ve &(f)()\) ile goste-

rilen Apostol-Euler sayilart ve yiiksek mertebeden Apostol-Euler sayilar

(Aet2+ 1) - i&b(k);—t

n=0

2 - t"
()\ez + 1) ZS" ()\)n!

n=0

iirete¢ fonksiyonlart ile tamimlamir Burada N = 1 iken |t| < |7| ve X # 1 iken |t| <
[log(—\)|’dir. (Luo 2006b; Srivastava ve Choi 2012).

Ik birkac Apostol-Euler sayilart

I SR S
S0 = 3 B = e B0 =~
83(/\) _ _2/\<)\2 — 4\ + 1)7 54(/\) _ 2)\()\3 —11)2 + 11X — 1)

A+1)* (A+1)°

seklinde hesaplanir.

Bu iki say1 ailesi asagidaki agik gosterimlere sahiptir:

5(A)—in g (A 2.31)
" _)\+1k20 Ef 7\ X+1) " '
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2 \'<=[n)/r+k-1 2\
(M (\) = -
- (2 S () e

(Luo 2006b).

Tanim 2.24. (Andre 1881; Stanley 2011) A,, ile gosterilen Euler zigzag sayilari,

o tn
g A, — =sect + tant
n!
n=0

seklinde iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Buradan ilk birka¢ Euler zigzag sayisi,
Av=1A =1, A =1, A3=2,A, =5, A; = 16.

seklindedir.

Bu sayr aileleri Ay, icin sekant ve As,.; i¢in tanjant sayilari ismini de alir (Stanley
2011). Sekant ve tanjant sayilari sirasi ile zig ve zag sayilari olarak da isimlendirilir (Brent
ve Harvey 2013).

Euler zigzag sayilar1 asagidaki 6zellikleri saglar:

1) n € N iken Euler zigzag sayilart,

2An41 = Z (Z) ApAn_i

k=0
rekiirans bagintisini saglar.

2)Euler zigzag say1 ailesi,
p = (2.33)

olmak tizere

4y n) (2)F
A, = —1)* - 2.34
an, §( ) {kz} E+1 (2.34)
II. tip Stirling sayilan tiirtinden bir acik gosterimi vardir.

3) Euler zigzag sayilarinin ¢ift indisli Bernoulli sayilari ile

2

n
—227114271—1

B2n = (_1)n—142n —

iligkisi vardir.
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4) Cift indisli Euler sayilar tiiriinden ise agagidaki gibi hesaplanir:

Egn == (—1>nA2n

5)(2.33)’de verildigi iizere; n = 2k + 1 i¢in Ay, tanjant sayisi ve n = 2k i¢in Ay

sekant sayisidir (Stanley 2011; Brent ve Harvey 2013; Jha 2019). Bu say1 aileleri, Stanley

2011 tarafindan sadece Euler sayis1 olarak da adlandirilmasgtir.

2.6. Geometrik Polinomlar ve Genellemeleri

Bu alt boliimde geometrik polinomlar ve sayilar ile yiiksek mertebeden geometrik

polinomlar ve sayilar1 tamitilmis ve bazi 6zellikleri sunulmustur.

Teorem 2.25. (Boyadzhiev 2005) n € Ny olsun. g(x), n kere tiirevlenebilir bir fonksiyon

ve D = % olmak iizere

dir.

Ispat n = 0 durumu aciktir. n = 1 igin

1

(@D glo) = 3 | o) = 0

k=0

dir. n i¢in dogru oldugunu varsayalim. Son bagintidan
(D)™ (g()) = (D) [(zD)"g()]

yazilir. (2.35) kullanilarak

(D) glo) = D)3 { ) kg )

(2.35)
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n = n = 0
-1 n—+1
bagintis1 kullanilarak

oy oy =5 [{1hes L V] gt

k=0
n

S e

k=0

elde edilir. (2.11) ve

elde edilir. O halde tiimevarim geregi ispat tamamlanir (Riordan 1968; Boyadzhiev 2005).
O

(2.35)da

alinirsa

d* d 1 k!
Wy @ _
g9 (@) da:kg(x) dxk (1 - w) (1 — a)k+t

elde edilir (Boyadzhiev 2005). O halde

(zD)" <1 i a:) - i{z

w(2) = Z{Z}k'xk (2.36)

(xD)n(;x) - 1ian <1ix)

olur (Boyadzhiev 2005). Buradan da

gosterecek olursak

(e}

Zk”xk: L Wy, 1
1—=x 11—z

k=0

hesaplama formiiliine ulasilabilir (Boyadzhiev 2005). Geometrik serilerle olan bu iliski-

sinden dolay1 w,,(z)’e geometrik polinomlar denilir (Boyadzhiev 2005).
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Geometrik polinomlarin ilk birkag tanesi

Teorem 2.26. (Boyadzhiev 2005) Geometrik polinomlarin iistel iirete¢ fonksiyonu

oo 7‘L 1
=—— |z = 1| <1 (2.37)
ZO L R z(et — 1)

seklinde hesaplanir.

ispat (2.36) ifadesinde %kullamlarak

;wn(x)m = ZZ{Z}kaﬁ

elde edilir. Ispat tamamlanr. U

(2.36)’de x = 1 alinirsa geometrik sayilar olarak adlandirilan ve
" (n
1) =w, = !
wy(1) = w, Z{ k}k
k=0
acik gosterimine sahip sayi ailesi elde edilir (Boyadzhiev 2005). ilk birka¢ geometrik
sayisl1 ise

woz1,w1:1,w2:3,w3:13,w4:75

seklindedir. (2.37)’den geometrik sayilarin iirete¢ fonksiyonu

ann! 2 — et

dir (Comtet 1974; Boyadzhiev 2005).

(2.37yde x = — A

x:—ﬁvex—

-1
n| 45 :En
“(3)

24
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" (A—AJ R OEED
- s

Y A+1
w”(/\+1>_ 5 EnN)

hesaplanir (Boyadzhiev 2007; Boyadzhiev 2012). Boylece Euler, Apostol-Bernoulli ve
Apostol-Euler sayilarina ait bir ¢ok 6zellige geometrik polinomlar yardimiyla ulagilabilir.

(2.35) bagintisinda

alinirsa

e (5) -l (22)
(r)

olur. Eger wy, () ile

w® (z) = {Z}QY¢k (2.38)

(=D)* { (1 _19:)} T —19:)7”“’7@ (1 - 9«“)

olur (Boyadzhiev 2005). Boylece

L (r+k—1 nk 1 ") x
Z( k )ka: 7(1—x)rw” -z

k=0

gosterecek olursak

gosterimi elde edilir (Boyadzhiev 2005).
Ik birkag terimi

seklindedir.
(2.38)'dan r = 1icin w" () = wy(z) oldugu agiktir. Bu nedenle w” (z) polinomuna
yiikksek mertebeden geometrik polinomlar denir. (2.38)’dan negatif iist indisli geometrik

polinomlar
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seklinde hesaplanabilir. (Boyadzhiev 2005).

Teorem 2.27. (Boyadzhiev 2005) Yiiksek mertebeden geometrik polinomlarin iiretec fonk-

siyonu,

@ (Y
nzzow" (x)n' B <1 — z(et — 1)) (2.39)

seklindedir.

Ispat (2.38) bagintisinda % kullanilarak

n=0 n=0 k=0
s k
N G
=) "' —1) o
k=0
olur. Ispat tamamlanr. U

Yiiksek mertebeden geometrik polinomlar agagidaki 6zellikleri ve bagintilar1 saglar:
1) r = 0i¢in w? () = dp0’dir.

2)n € Ny ve r > 0 iken

n ; 1 )
) <Z> wi ™ (y) = —willi(y) (2.40)

veE

> (Z) w (z) = (1 + i) w (z) — iwffl)(x) (2.41)

k=0
rekiirans bagintilarina sahiptir.

3) n € Ny i¢in

w(y) = Z{” N } (1) () (y + 1) 242)

seklinde hesaplanabilir.

4) Tum negatif olmayan m, n, r’ler i¢in

alht) = XA} T OFC G D) )
k=0 T

veE

i) =33 () ot 2.4

k=0 j=0
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seklinde hesaplanabilir (Boyadzhiev ve Dil 2016; Kargin ve Cenkci 2019).

(2.38)’te x = 1 alinarak yiiksek mertebeden geometrik sayilara ulagilir:

ap =u) =S Lrhor

k=0
Boylece (2.39)’ten wl sayilari i¢in

E (O -
w =
~ n! 2—e¢

irete¢ fonksiyonu elde edilir (Boyadzhiev 2005).
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar

Bu alt boliimde Rainville 1960, Lebedev ve Silverman 1972, Andrews vd. 1999,

Abramowitz ve Stegun 1972 kaynaklarindan derlenmistir.

Tamim 3.1. (Rainville 1960) a, b € C ve ¢ € C\Z~ U {0} olmak iizere hipergeometrik

seriler

o F1(a, b;c; 2) Z (3.1)

n=0
olarak tamimlanir.

(Rainville 1960)’a gore hipergeometrik serilerin yakinsaklik kosulu i¢in hazirliklari-

miz1 yapalim. (3.1) bagintisinin

RO ROES
)" nl
oldugunu varsayalim. Oran Testi geregi
n b
lim Ynitl| _ lim (a+n)(b+n)z = |2|

olur. |z| < 1iken seri yakinsaktir. Ayrica a veya b, 0 iken seri 1 olur a veya b herhangi bir
negatif tamsay1 ise sinirl bir toplama doner. |z| = 1 yakinsaklik bolgesi sinirinda serinin
mutlak yakinsamasi i¢in genel sart ise Re(c — a — b) > 0’dur.

Euler, bu fonksiyonun bir¢ok 6zelligini elde etmistir. Gauss ise daha sistematik ve
detayli calismalar yaparak bu fonksiyonlar hakkinda daha fazla bilgiye ulagilmasini sag-
lamistir (Rainville 1960).

Simdi hipergeometrik fonksiyonlarin tiirev bagintilari, integral temsili ve doniisiim
formiilii 6zelliklerini verelim.

Oncelikle hipergeometrik fonksiyonlarin . mertebeden tiirevi asagidaki teoremde ve-

rilmistir.

Teorem 3.2. (Lebedev ve Silverman 1972) Hipergeometrik fonksiyonlarin n. mertebeden

tiirev bagintist

j— oFi(a,b;c;z) = (a) (@ Fla+n,b+n;c+n;z) (3.2)
Zn n
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Ispat Matematiksel tiimevarim yontemi kullanilir. O

Teorem 3.3. (Rainville 1960) Re(c) > Re(b) > 0 olmak iizere hipergeometrik fonksiyo-
nun bir integral temsili asagidaki gibidir:

1

o Fi(a,b;c;2) = 3 /tb Y1 =) 711 — 2t)dz. (3.3)
C_
0

Ispat n € N olmak iizere ( " ifadesinde (2.3) kullanilarak

()" _T(b+n) I(c)
(¢F ~ T() T(ctn)

oldugu kolaylikla goriiliir. Bir beta integrali elde etmek amaciyla yukaridaki esitlik

(o)™ _ ING) I'(n+b)'(c—b)
(@  T®r(e=b) T(n+c)

seklinde diizenlensin. (2.5) ve (2.4) kullanilarak

O T
©F T —p " The=b)
_ 11:((60 /thrb 1= )t

elde edilir. |z| < 1 iken (3.1) kullanilarak

2F1(a, b; C; z) = %/tb—l(l . t)c—b—l <Z(a>n(2§‘)n> dt

0 n=0

bulunur. Burada

(1 . Zt)—a _ Z(Q)H(Zt)n

n!
n=0
oldugu kullanilirsa istenen elde edilir. (Rainville 1960; Lebedev ve Silverman 1972; And-
rews vd. 1999). [

Pfaff ve Euler doniisiimlerini hesaplayalim ve yukaridaki integral temsili yardim ile

bu doniisiimleri ispatlayalim.

Teorem 3.4. (Andrews vd.1999) Re(z) < 3 iken Pfaff doniigiimleri asagidaki gibi hesap-

lanir:

2Fi(a,byc;2) = (1—2) 7% o F) (a, ¢c—bie: %) . (3.4)
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ispat (3.3)’de t yerine 1 — s alinarak

o Fi(a,b;c;2) = %/(1 —8)P s — 2 28) s

hesaplanabilinir. Son integral bagintisinda

ﬂ—z+w)8:2:%1—@(l—z?l)

diizenlemesi yapilirsa

1

. = (= et

0

elde edilir. Ispat tamamlanir (Andrews vd. 1999). [

Not 3.5. Pfaff doniisiimiiniin farkli bir kaniti icin Rainville 1960 ve Andrews vd. 1999

kaynaklarina bakilabilinir.

Teorem 3.6. (Andrews vd. 1999) Euler doniisiimii
oFi(a,b;¢2) = (1—2) " Fi(c—a,c — b 2) (3.5)
dir.

Ispat Hipergeometrik fonksiyonlar, a ve b parametrelerinde simetrik oldugundan Pfaff

doniisiimii geregi

—c+b
1) 2Fi(c—a,c—bc;2)
Z —

oFi(a, by 2) =(1—2)7° (1 -
yazilabilinir. Bu sart Re (z) < 3 iken saglanir (Andrews vd. 1999). O

Ayrica bu ¢alismada kullanilacak olan iki kuadratik doniisiim asagidaki gibidir.
1) |z] <1vea—b+1> 0 olmak lizere

JFiabia—b+132) = (1+2)F, (577;“—” TP

dir.

2) Re(z) < 3 ve 22t > () olmak iizere

({a+b+1 ab (a+b+1
o Iy (a,b;%;z) = o[ (575;(—2)§4Z(1—2)> (3.7)

dir (Lebedev ve Silverman 1972; Abramowitz ve Stegun 1972).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

a, b keyfi reel sayilar, c keyfi pozitif bir reel say1 icin n € Ny olmak iizere II. tip Stirling

katsayili yeni bir polinom ailesi asagidaki gibi tanimlansin:

Y, (a,b;c;x) :Z{Z}%xk 4.1)

k=0
(4.1) gosteriminde 6zel a,b ve ¢ parametreleri alinarak bilinen say1 aileleri ve bu say1
ailelerin polinom genellemeleri asagidaki gibi elde edilir:

Da=0b=1,c=2vexr = —1alinirsa (2.18) geregince
Y,(1,1;2;,-1) = B,
dir.
ii)a=1,b=c,z =—52; alinarak ve (2.19) bagintis kullanilarak A € C\{1} iken

A BN =)

( )\—1) n+1

oldugu kolaylikla goriiliir.
iii) a = r, b= c, # = —;2; alimarak ve (2.21) bagntis1 kullamlarak A € C\{1} ve

r € N iken

A ) B () = 1y

Yo | 7,050, = =
(T A—1 (n4r)-

dir.
iv)a=b=1,c=p+ 2,z = —1 alnarak, (2.22) geregi

dir.

Via=1,b=c x = _71 alinirsa (2.29) geregi

Y, <1,b; b; _—1> =F,
2

vi)a=r,b=c, z =3 alinirsa (2.30) geregi

~1
Y, (r, b; b; 7) = E{"

31
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dir.
vida=1,b=c,x = —/\%l ozel secimleri ve (2.31) bagintis1 kullanilarak
A A+1
Y, | 1,b;b;— = En(A
(L5 ) =25 a0
dir.
A

vil)a=r,b=c,z = aliarak ve (2.32) bagintist kullanilarak

T

- A (ALY L

iX)a=1,0= %, ¢ = 2, v = —1 alinarak ve (2.34) kullanilarak

Y, (1, 3.9, —1) — a0
4

dir.

oldugu kolaylikla anlasilir. Burada a,,, (2.33)’de verildigi gibidir. Ozel olarak A, tan-

jant sayis1 olmak iizere

3 A2k+1
Yor+1 (1» % —1) = _A2k+14T11

ve Asgy, sekant sayist olmak tizere

3 —1)F
Yor (17 1;2; —1) = _AZk:—( 42,3

dir.
Xx) a = 1, b = c alinarak ve (2.36) kullanilarak

Yo(L, b by ) = w(x)

dir.

xi) a = r, b = c alinarak ve (2.38) kullanilarak
Ya(r bibyz) = wy(2)

dir.

Y, (a, b; ¢; x) polinomunun iireteg fonksiyonu agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.1. a ve b keyfi reel sayilar ve c herhangi pozitif bir reel sayi olmak iizere
(0.9} tn
E Yi(a,b;c;x)— = 2Fi(a, byc; —a(l — e)), |—z(1-€e"| <1 4.2)
n!
n=0
dir.
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Ispat (4.1) esitliginin her iki tarafinda % kullanilarak

Z%E{}

n=k

E:Yn(a,b7 c; m)f; = Z(azc)(f:) : (6k|_ D ; (1-— 6t)| <1

elde edilir. (3.1) bagintis1 yardimiyla ispat tamamlanur.

4.1. Tiirev Bagitilar

Teorem 4.2. n > 0 iken

<a>(:)g>>”%dd;” (obrcs) i( )H““*””“*W

k=n

drr.

Ispat (3.2) bagmtisindan n > 0 iken
an
ox™
=(e'=1)

oFy(a,b;c; —x(1 — €'))

n(a)"(0)"
()"

oldugu aciktir. Bu durumda (4.2) ve (2.14) kullanilarak

oFi(a+n,b+n;c+n;—z(l—¢")

B tm
(a)7(0)7 nl &= dac™ 2 Ym0, biei )

:ii mka—knb—l—nc—i—nx)Lﬁ!
i (m — k)!k!m!
gy k tm

:Z Z( ){ }Ymk(a+n,b+n;c+n;x) —
m=0 =n m:

gelir. Son bagmtlda katsayllan kargilastirilarak ispat tamamlanir.
(4.3)yde a =r, b= calmp
Yo (r, b3 0:.20) = wif) ()

33
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Yo (r +n,b+n;b+n;x) = w (2)

m

olduklar1 kullanilirsa yiiksek mertebeden geometrik polinomlarin yiiksek mertebeden tii-

revleri i¢in bir kapali formiil elde edilmis olunur.

Teorem 4.3. n > 0 icin

114 (N [k e
@ = (i {7 o
’ k=n

dir.

Not 4.4. Boyadzhiev ve Dil 2016 calismasinda yiiksek mertebeden geometrik polinom-
larwin ilk birkacg tiirevi yine yiiksek mertebeden geometrik polinomlar cinsinden yazilmis
ancak genel bir formiil verilmemistir.

4.2. Rekiirans Bagintilar1 ve Acik Gosterimler

Bu alt boliimde hipergeometrik fonksiyonlarin Euler ve Pfaff doniisiimleri ve integral
temsili kullanilarak Y;,(a, b; ¢; x) polinomu i¢in bir¢cok rekiirans bagintisi ve agik goste-
rim elde edilmistir. Elde edilen bagintilarin 6zel durumlari incelenerek literatiirde bilinen
bir¢ok polinom ve say1 ailesi i¢in yeni ve eski bagintilara ulagilmistir.

Ik olarak Y, polinomu ile yiiksek mertebeden geometrik polinomlar iliskilendiren

asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 4.5. n negatif olmayan bir tamsayt olmak iizere,

Y, (a,b;c;x) = ki:o (Z) Y, rx(c—a,c—b;c; x)w,(;”b*c) (7) 4.5)
dir.
Ispat (3.5)te z = —x(1 — €') alinsin. O halde

o1 (a,byc;—x(1—€')) = (1+2(1 — )Py Fi(c — a,c — b;c; —x(1 — €'))
elde edilir. (4.2) ve (2.6) kullanilarak

o0 o
ZYn(aa b> (6N .CE)—
—~ n!
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(a+b—c)

iYn_k(c —a,c—bc;x)w, (x) '] "
n!

n!

NE

3
Il
o
B

n a+b—c "
(k) Y, r(c—a,c—b;c; m)wl(C * )(:U)] ]

NE
]

Lk=0

i
o

elde edilir. Son bagintida % katsayilar1 karsilagtirilarak ispat tamamlanir. U

Teorem 4.6. n negatif olmayan bir tamsay: ve c pozitif bir reel sayt olmak iizere,

(a,b; ¢;2) ZZ ( ){ . }Wwfﬁ?(w)xk (4.6)

m=0k=0

dir.

Ispat (3.4)de z = —x(1 — ¢') alinsin. O halde

2(1 — ¢ >

2P (a, b —x(1 =) = (1 +z(1 — )" F) (67 CTGETT 2(1— )

elde edilir. Yukaridaki bagintida (2.14) ve (2.39) kullanilarak
2 Fi(a, by ¢; —a(1 — "))

_ Z(_l)k(b) ((CC); (Z) ka{Z}t_T:ZwWIj—i—b)(x)g

O:Ot” " kbkcn—:];knm: > et tm
-3k [Z(—n O)7le—a) ic)k ) {k}x > wli o

(b ke —a) (n grm
:z—%[ =0k=0 . ((C)k | k}wk] w$+b)(m)m

elde edilir. (2.6) ve (4.2) araciligi ile

— Z Zi(_l)k (b)k(cj &)kxk n—m w(k+b)(x) t"n!
k m — m)lm!n!
n=0 [m=0%k=0 (c) k (n —m)lm!n
oo [ n n—m % % .
=> D> (-1)f (”) {” B m}mwwb)@xk r
n=0 Lm=0 k=0 m k () n!
oldugu anlagilir. %n, katsayilar1 karsilagtirilarak ispat tamamlanir. 0

(4.6) bagintisinda a = r ve b = c alinarak yiiksek mertebeden geometrik polinomlar

icin asagidaki rekiirans bagintisina ulasilir.
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DI (R

m=0k=0
Benzer sekilde (4.6) bagintisindaa = r,b =cve x = —% alinarak
m =305 () (i e
m=0k=0
a=r,b=cvex = /\+1 alinarak
E rg(r)(/\) _ zn:zm: nyjm il é g ﬂ ! g(k-i-r-i-l)()\)
2 " B m)kJ \2 2 nem ’
m=0k=0
a=rb=cvexr = —ﬁ alinarak
e ZZ ’f‘”“ﬁft:;i,iwu)u —
(n—l—r et (n—m+r+k+ 1)kl -

rekiirans bagintilarina ulagilir. Ayrica (4.6) bagintisinda uygun secimlerle Bernoulli, p-

Bernoulli ve Euler zigzag sayilari icin agik gosterimler elde edilebilir.

a=>b=1,c=2vex = —1 alinarak Bernoulli sayilar1 icin,
B = _1\n—m I n—m—1
=22 (1) <m>{k}k(k+1> ,
m=0k=0
a=0b=1,c=p+2vexr = —1 alarak p-Bernoulli sayilari i¢in
-3y ({3 et
p+1 farirwe k) (p+k+1)
a=1,b= %, ¢ = 2 ve x = —1 alinarak Euler zigzag sayilar1 i¢in
n.om 3 k n—m
n\[m] (3 3
£ )
m=0k=0 m -

sonug¢larina ulagilir.
Asagidaki teoremde Y,, polinomlariin yiiksek mertebeden geometrik polinomlar cin-

sinden ifadeleri verilecektir.

Teorem 4.7. n negatif olmayan bir tamsayt olmak iizere

Yo(a,bya— b+ 1;2) = ZZ( ){ }%(4x)kwn%$a)(—x) 4.7)

m=0k=0

dir.
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Ispat (3.6)'da z = —x(1 — €) igin

oFi(a,bya — b+ 1; —x(1 — €'))

=(1—-2(1—€))" 2R <g, %1;& —b+1; [1__4z8 : Zz;P)

elde edilir. (3.1) ve (2.39) kullanilarak

o0 tn
ZYn(a, b;a—b+1; x)m

n=0

elde edilir. (2.14) geregince

ZY (a,bya—b+1; x)t—
n!

n=0

k=0 n=Fk “m=0
o) n a k a k
_ Zﬁ (5) (i) n} (42) Zw(QkJra v
n=0 : k=0 (a—b+ ) k m'
0o o0 N a k a k m4+n
_ ZZ (5) (Tl)i n}(4l‘>kw(2k+a)( )t M
n=0m=0k=0 a— b + 1)k k m'n'
dir. (2.6) ve (4.2) kullanilarak
o n n—m a E . n
ZY a,b;a—b+1;x) ZZZ <:1> {n km}(4x)kw7(n2k+“)(_x)%
n=0 n=0m=0 k= 0

hesaplanir. Son bagintida m yerine n — m alinarak ve bu bagintinin % katsayilar1 kargi-

lagtirilarak istenen elde edilir. U

(47ydea=r,b="Hvec=a—b+1= "5 alnarak

ES A IR IO
y

vea=r,b="",c

a—b—f—lz%vex:%ahnarak

D n\ (m) /r\* 1
_ _9\k (_) 2k+r) (1
2 () ()
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elde edilir.

(4.7) denkleminde a = 1, b = ¢ alinarak ve (2.1) kullanilarak
0 =35 (M) CE etz (-
m=0k=0

Benzer gekilde (4.7) denkleminde a = r, b = "2 ve c = a — b+ 1 = “tlve sirasiyla

elde edilir.

:C:A—V(ex—)\—ﬂahnarak
BN = FO=N" i (A
(n+r) mz:()kz% <> A1) U AN
ve
A1\t s () S m rNE =AY e (A
(*37) erw=5 (O 6) () e (5
elde edilir.

Asagidaki teoremde Y,, polinomlar1 bu sefer negatif iist indisli geometrik polinomlar
cinsinden ifade edilmistir.

Teorem 4.8. n negatif olmayan herhangi bir tamsayt olmak iizere

Yn(a’b’Lﬂl ) W;);;( ){ }(%) +(1§)) S @9

dir.

Ispat (3.7)’de z yerine —x(1 — ¢!) alalim. Bu durumda

(0 O )

= o (G5 - e+ ot - )

G0 i (2)" (%)k(4x)k (' = 1)*

> iy (1 - e = D)

[\

2
- ~[n %E %E k|1 - k t
X5 (20 |
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hesaplanir. (2.6) ve (4.2) kullanilarak

> b+ 1 "
SV, (ab arori L
2 n!

n=0

00 n n—m a k b k n
_ n\ fn—m) (5) (3) W t
=222 )1 b i) el |
=0 | m=0 =0 (a+b+1) n.

elde edilir. Son bagintida ';—n, katsayilar1 karsilagtirilarak

2
i m ( o +1>
elde edilir. Yukaridaki son bagintida m yerine n — m alinirsa ispat tamamlanir. U

(4.8) bagintisinda a = r, b = ¢ = r + 1 alinarak

T r+
o) = 33 (P it
m=0k=0 (7” + 1)
elde edilir.
(4.8) bagmtisindana =r,b=c=r+1vexr = —% alinarak
o)k (ze2)
m=0k=0 (7"+ 1)k
elde edilir.

(4.8)daa =1,b=c=a+ 1alnarak ve (2.1) kullanilarak
" n Zk) {m} s
- 7T wn—m(‘T)
55 (n) Ok
elde edilir.

(4.8)’daa:7’:1,b:2vem:%ligin

dir.

Yiiksek mertebeden Apostol-Euler sayilari icin uygun parametreler alinarak

() - S (L
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dir. Apostol-Euler sayilari i¢cin uygun parametrelerle (2.1) kullanilarak

(5o () () 2ty e

m=0k=0
olur.

Asagidaki teoremde Y,, polinomunun x = —1 noktasindaki degeri icin agik gosterim
verilmisgtir.

Teorem 4.9. ¢ — a + b > 0ve ¢ > 0 olmak iizere

o B u y[n+c—a—b (¢ —a)k(c—b)F
Yo(a,bye;—1) = ;(—1) {k+c_ a—b}c_a_b - (4.9)

—
9]
~

elde edilir.

Ispat (3.5) bagintisinda z = —1 ve z = 1 — e’ olmak iizere (4.2) bagintist kullanlarak

oo t”
ZYn(a, b,c;—1)—
n!
n=0
S lem eI e
o k k!
paars (c)
_i(c—a)k(c—b)ki(_l)k{n+c—a—b} t"
B Pt (c)k ——t k+c—a—-0b), , 0!
elde edilir. Boylece % katsayilar1 karsilagtirilarak ispat tamamlanir. U

Uygun parametreler secildiginde (4.9) bagintisi, (2.18) ve (2.25) denklemlerine indir-
genir. Bunlardan bagka (4.9)’de a = 1,b = % ve ¢ = 2 alindiginda Euler-zigzag sayilari

icin agsagidaki yeni acik gosterime ulagilir.

Sonuc 4.10. n negatif olmayan herhangi tamsay: olmak iizere
n 1y 1 (5)F
4,0 Z(_l)k{” + f} k(3)
dir. Burada a,, (2.33)’de verildigi gibidir.

Y, (a, b; ¢; —1) i¢in bagka bir hesaplama formiilii agsagidaki gibi verilebilinir.

Teorem 4.11. b ve c pozitif reel sayilar olmak iizere,

s ) (D)) (e — )
Yo(a,b;c;—1) = %{k N b}b oF (4.10)

dir.
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Ispat (3.4) bagmntisinda x = —1 ve z = 1 — e almsim. Bu durumda

k=0 (c)F k!
() (e —a)f (1) (et - 1)
— ; o I e

n=0
%0 (1\E o0 n
- 1>k;{}j e
3 [Z {n + b} ()"t ) (e - a)’f]
— n! prt k+0b b (c)k
dir. Son bagintida fl—n, katsayilar1 karsilastirilarak istenen elde edilir. U

(4.10) bagintisinda uygun a, b, ¢ parametreleri secildiginde Bernoulli ve p-Bernoulli
sayilar1 i¢in iyi bilinen asagidaki iki bagint1 elde edilebilir: (Arakawa vd. 2014):
- +1] &
B, = k) —
NEIER A
k=0
(Kargin 2018):

1 - n+1 k!
—B,,= _1)ntk S
p+1 "7 ;( ) {k+1}(p+k:+1)
Bunlardan bagka Euler zigzag sayilar1 icin de asagidaki acik gosterime ulagilir.

Sonug 4.12. «a,, (2.33) de verildigi gibi olmak iizere

n

4SS (%)
" 4n k+3) . k+1

k=0

3
4
dir.
Asagida Y, (a, b; ¢; x) polinom ailesi i¢in bir integral temsili olusturulmugtur.

Teorem 4.13. Y,, polinomu icin integral temsili

1
Yo(a,b;cx) = %/zbl(l — ) D (22)dz (4.11)
0
dir.
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Ispat (3.3)’de x yerine —z(1 — e?) alip (4.2) ve (2.39) kullanilarak

1
- L. " _ F(C) b—1 c—b—1 = (a) "
;Yn(a,b, C; {E)m = m/z (]_ Z) nz_own (xz)mdz

0

elde edilir. % katsayilar1 karsilagtirilarak istenen elde edilir. U

Tezin geri kalan kisminda yukaridaki integral temsilinde geometrik polinomlarin 6zel-
likleri kullanilarak Y;, polinomu i¢in bazi yeni formiiller elde edilecektir. Bu baglamda ilk

sonucumuz Y, polinomu i¢in bir rekiirans bagintisidir.

Teorem 4.14. n negatif olmayan herhangi tamsayt olmak iizere

~ (" N () -
;(k)yk(a,b, cw) = Ha—1)(b = 1>Yn+1(a —1,b—1;¢—1;2) 4.12)

dir.

Ispat (4.11) ve (2.40)’den

n

3 (Z) Yi(a, b c; z)

C

= F() / b—2 c—b—1_ (a—1)
~ (o 1)F(b)F(c—b)/Z (1= 2)" wpy (w2)dz

_ (c—Dl(c—1) o
_35(@—1)(5—1)1“(19—1)1“(0—5)0/ L= ) (we)

ey
_x(a—l)(b—l)yn+l< Lo—1; Liz)

elde edilir. O

Asagidaki teoremde (4.12)’de verilen rekiirans bagintisina benzer bagka bir formiil

sunulmustur.

Teorem 4.15. n > 1 icin

En: (Z) Yi(a, b; ;)

k=0
le—1
= Ya(a, b;c; -
(@be2)+ 297

Yo(a,b—1;¢c—1;2) =Yy (a—1,b— 1;¢ — 1; )]
(4.13)

dir.
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Ispat (4.11)’da esitligin her iki tarafin ( ) ile ¢arpilip, k tizerinden sonlu toplam alinirsa

kzn; (Z) Yi(a, b c; 2)

=D / b1 — )t (Z)w,&a)(xz)dz
k=0

0

elde edilir. (2.41), (4.11)’a yerlestirilerek

zn: (Z) Yi(a,b; c; )

k=0

_ %j%"l(l — et (1 + é) w® (zz)

1

1
b— 1 . c b—1 (a—1) d
c—b /z wyt ™ (xz)dz
0

elde edilir. (4.11) kullanilarak ispat tamamlanr. U

(4.12) ve (4.13) formiilleri karsilagtirildiginda asagidaki rekiirans bagintisi elde edilir.

Sonug 4.16. n > 0 icin ve a,b # 1 ve ¢ > 1 olmak iizere

(a—1)(b—1)
(c—1)
+(a—1)[Ya(a,b—1;¢c—1;2) = Yy(a— 1,0 — 1;¢ — 1;2)]

Yor(a—1,0—1c—Lz) ==z Y, (a,b; c; x)

Teorem (4.13)’deki integral temsilinin bir diger uygulamasi olarak Y,, polinomu i¢in

asagidaki agik gosterim verilmistir.

Teorem 4.17. n negatif olmayan herhangi tamsayt olmak iizere

(a,b; ¢; ) ]2;]; M{Zi;‘}(j) (azz#xﬂ (4.14)

dir.

ispat (4.11)’da (2.42) yazilarak

i) = g Sy "} o
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1
« /zbl(l e (s 4 1)hde
0
esitligine ulagilir. Binom acilimi ve (2.4) yardimiyla istenen elde edilir. U

(4.14) formiiliiniin 6zel durumlarinda elde edilen sonuclar asagidaki gibi siralanabilir.

a=b=1,c=p+2vexr=—1icin

R D[R

=0 k=j
elde edilir.
a=b=1,c=2vexr=—1 secilerek
. (n+1 k k!
B, = ZZ(_1>n+k+J{ }( ) :
par oy E+1J\j/)75+1
elde edilir.
a=1,b=cvexr = —ﬁ 0zel degerleri i¢in
Boia(A = rag A1) (R Ay
)" E'| ——
= T (C)e (5
J=0k=j
olusturulur.
azl,b:%,c:Qve = —1iken
_ 3oy e (B) LR
k+1) 7+1
J=0k=j

elde edilir. Burada a,, (2.33)’de verilmistir.
(4.11)’da (2.43) yazilarak

B [(c) - ymik M ta o)F
B F(b)P(c—b)kZ( Y {k‘+a}a< )
« / UL = 2 gz 4 1)) (p2)d2

elde edilir. Yukarida binom ag¢ilimi ve (2.4) kullanilirsa asagidaki formiile ulasilir.
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Teorem 4.18. n ve m negatif olmayan tamsayt olmak iizere

Yoim(a, by e x) = zm:i(—l)m*'“{m N a} (k> (a)g(?)iyn(a +k,b+ e+ jia)a?

=0 k= k+a),\J (c)

dir.

Siradaki agik gosterimi vermeden once Charalambides 2002 tarafindan

i(ﬁ) {f}jn"“ = S(n,i; ) (4.15)

k=i

olarak tanimlanan merkezi olmayan II. tip Stirling sayilarin1 hatirlatalim.

Teorem 4.19. n ve m negatif olmayan tamsayilar olmak iizere

7(b)ﬁ j+i
Yian(a, b;c; x) ZZS n,i;7) ( )t (c)—”iﬂx (4.16)

7=0 i=0

dir.

Ispat (4.11)’da n yerine n + m almirsa,

(1 - z)c*bflw,iaﬂ)(xz)dz

X
O\H
N
o
g
=

elde edilir. Buradan (2.38) ve (2.4) esitlikleri kullanilarak

Ym+n(a7 b; & SL’)

SOOIt

7

elde edilir. (4.15) bagintisiyla da istenen formiil elde edilir. U

(4.16) bagintisinin 6zel durumlarinda elde edilen sonuglar asagidaki gibi siralanabilir.
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a=b=1,c=p+2vexr = —1alnarak

z—|—] n.i <J+Z> (Z+.])'
m+np ZZ { }S( ) 7]) <p+2)m

7=0 =0
hesaplanir.
a=0b=1,c=2vexr = —10zel secimleriyle
. 4 4)!
m n H_] S(TL,Z,])(]—
w23 (s g
elde edilir.
a=1,b= %,c:Qvem: —1 alinarak

i )i+ BTG+
it = 20 st (T

7=0 =0

elde edilir. Burada a,, (2.33)’de verildigi gibidir.
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5. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda Stirling katsayili yeni bir polinom ailesi tanimlanmistir. Bu poli-
nom ailesi, Bernoulli, p-Bernoulli, Apostol-Bernoulli, Euler, Apostol-Euler, Euler zigzag
gibi Ozel sayi aileleri ve geometrik ve yliksek mertebeden geometrik polinomlar gibi 6zel
polinom ailelerini genellemektedir. Bu polinom ailesinin iirete¢ fonksiyonu, hipergeomet-
rik fonksiyonlar tiirlinden hesaplanmistir. Hipergeometrik fonksiyonlardan yararlanilarak
tanimladigimiz polinom ailesinin sagladigi acik gosterimler, rekiirans bagintilari, integ-
ral gosterimleri gibi bazi 6zellikleri incelenmigtir. Elde edilen sonuclarin 6zel durumlari
incelenerek yukarida bahsi gecen say1 ve polinom aileleri i¢in yeni ve bilinen bagintilara

ulagilmugtir.
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